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Resumo

Os métodos numéricos sao quase tao antigos quanto a civilizagdo humana,
Neste trabalho vamos descrever e utilizar do método das diferencas finitas, aplicados
em problemas de contorno.

Utilizando uma aproximacdo adequada para as derivadas de primeira e
segunda ordem, aplicaremos em problemas de contorno de segunda ordem para
determinar a solugdo, assim como evidenciar a eficiéncia do método, que permite
determinar a solugdo de alguns problemas que ndo conseguimos encontrar a solucao
analitica por algum método.

Utilizaremos a ferramenta Phyton para gerar os graficos continuo e discreto do
problema de contorno a fim de fazer uma comparacdo e analisar os erros de

aproximagao.
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Introducéo

A analise numérica, em particular o método de diferencas finitas, representa
uma ferramenta essencial na resolucdo de uma ampla gama de problemas,
especialmente na modelagem de fenémenos fisicos, quimicos e engenharia. Este
estudo se concentra na descricdo e aplicacdo desse método, com énfase em sua
utilizacdo na resolucdo de problemas de contorno, aproveitando os recursos da
linguagem de programacdo Python para implementar solu¢cdes e visualizar os
resultados das aproximacgdes por meio dos graficos continuo e discreto.

A necessidade de descrever sistemas ou fenbmenos através de modelos
matematicos € uma demanda partilhada em diversas areas do conhecimento. A
modelagem matematica € uma ferramenta poderosa para entender e prever o
comportamento de sistemas complexos. Para resolver esses modelos, muitas vezes
recorremos a equacdes diferenciais, cuja solucao analitica nem sempre é possivel ou
pratica. Nesse contexto, os métodos numéricos desempenham um papel fundamental,
oferecendo uma abordagem computacional para encontrar solu¢des aproximadas.

Os problemas de contorno, em particular, descrevem situacbées em que as
condi¢des sao especificadas ndo apenas no interior de um dominio, mas também em
suas fronteiras.

y' =p)y +qx)y+r(x)
y(a@) =y,
Y(b) =Yr

No contexto deste estudo, nos concentramos em problemas de contorno
associados a equacdes diferenciais de segunda ordem. Para resolver tais problemas,
€ crucial a aplicagdo de métodos numéricos eficientes, como as diferencas finitas, que
permitem discretizar o dominio e encontrar solu¢cdées aproximadas.

Ao aplicar o método de diferencas finitas em problemas de contorno, nosso
proposito principal € obter uma solugcdo aproximada que se ajuste adequadamente as
condi¢des impostas. Para alcancar esse objetivo, € necessario ndo apenas entender
os fundamentos tedricos do método, mas também implementa-lo de forma eficiente
em uma linguagem de programacéao adequada, como o Python. Além disso, é crucial
visualizar os resultados por meio de gréficos, o que facilita a interpretacéo e avaliacao
da qualidade da solucéo obtida.

Portanto, este estudo visa ndo apenas explorar o método de diferencas finitas

e sua aplicacdo em problemas de contorno, mas também demonstrar como essa
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técnica pode ser efetivamente implementada e visualizada usando Python. Para isso,
nosso objetivo geral, foi aplicar o método numérico de diferencas finitas para
determinar a solucéo aproximada de problemas de contorno implementando a solucao
no Phyton e construindo o gréfico da solugdo continua e discreta do problema, que
permite verificar a aproximagao da solugao.
Os nossos objetivos especificos foram:
e Apresentar um problema de contorno, descrevendo seus principais
aspectos e suas propriedades;
e Apresentar o método numeérico de diferencas finitas;
e [Escrever o cédigo para determinar a solucdo, assim como construir 0

gréfico da solucéo do problema continuo e discreto no Python;

Capitulo 1: REVISAO DE LITERATURA

1.1 Aspectos Histéricos Dos Métodos Numeéricos
A andlise numérica apresenta a teoria e aplicacdo de técnicas modernas de
aproximacéo, fornecendo, assim, uma base para estudos aplicados em problemas
gue envolvem equac0es diferenciais ordinarias e parciais. Aliados a computacédo, os
métodos numéricos permitem determinar a solucao destas equacdes.
ApOs a criacdo do computador fortaleceu-se os interesses por técnicas
numeéricas e algoritmicas e entre elas a analise numérica:
A andlise numérica é a disciplina da matematica que se ocupa da
elaboragéo e estudo de métodos que permitem obter, de forma efetiva,
solugcdes numeéricas para problemas matematicos, quando, por uma

qualquer razdo, ndo podemos ou ndo desejamos usar metodos
analiticos. (ARAUJO, 2014, p. 1).

Entre os nomes mais relevantes na area de algoritmos e logica de
programacéao se encontra John Von Neumann, Norbert Wiener e Alan Turing. Aliado
ao aumento continuo da capacidade de computacdo disponivel, o desenvolvimento
de métodos numéricos tornou a simulagdo computacional de problemas mateméticos
uma pratica usual nas mais diversas areas cientificas e tecnoldgicas. As simulacdes
numéricas sao constituidas de um arranjo de varios esquemas numéricos dedicados

a resolver problemas especificos como, por exemplo: resolver equacdes algébricas,
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resolver sistemas de equagdes lineares, interpolar e ajustar pontos, calcular derivadas
e integrais, resolver equacdes diferenciais ordinarias, dentre outras (BOYER,2012).

Os algoritmos numéricos sao quase tao antigos quanto a civilizagdo humana.
Vinte séculos os babildnicos ja possuiam tabelas de quadrados de todos os nimeros
inteiros entre 1 e 60. Em contrapartida os egipcios, ja usavam fracdes, e inventaram
o chamado método da falsa posicéao para aproximar as raizes de uma equacao. Esse
método encontra-se descrito no papiro de Rhind, cerca de 1650 anos antes da era
crista.

Na Grécia antiga, alguns mateméticos deram contribuicdes para o impulso da
analise numérica. Podemos citar Arquimedes de Siracusa (278-212, a.C.) que
desenvolveu o chamado método da exaustdo para calcular comprimentos, areas e
volumes de figuras geométricas. Este método, quando usado como método para
calcular aproximacgfes, é bem préximo do que hoje se faz em analise numérica
(BOYER, 1996).

Importante destacar, que o surgimento do calculo e a criacdo dos logaritmos,
no seéculo XVII, também representaram um grande impulso ao desenvolvimento de
procedimentos numéricos.

Newton, criou varios métodos numéricos para a resolucdo de problemas,
métodos esses que possuem, hoje, o seu nome. Tal como Newton, podemos destacar
entre os séculos XVIII e XIX, Leonhard Euler (1707-1783), Joseph-Louis Lagrange
(1736-1813) e Carl Friedrich Gauss (1777-1875).

A importancia da analise numérica, se deve ao fato de que em alguns casos,
encontrar a solucdo analitica € um trabalho arduo ou mesmo inatingivel, mesmo
sabido a existéncia de solucdo. Nestes casos, aplicando-se algum método numérico
apropriado, é possivel determinar esta solucéo de forma bem aproximada. No entanto,
as técnicas utilizadas normalmente ndo envolvem exatiddo, sendo assim necessario

calcular o erro envolvido na aproximacéo que sera discutido na secéo 1.2.

1.2 Introducao ao Método de Diferencas Finitas e Problemas de Contorno

Leonhard Euler (1707 - 1783) foi o primeiro matematico a apresentar o uso do
método de diferencas finitas para encontrar aproximacdes de solu¢des de equacdes
diferenciais.

Conforme Burden (1978), o método das diferencas finitas, € um método de

analise numérica que substitui cada uma das derivadas na equacéo diferencial por


https://pt.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
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uma aproximacao diferenca adequada. Trata-se de um método no qual discretizamos
a equacao dada. O tamanho do passo h tomado na discretizacdo, sdo escolhidos para
manter uma ordem especificada de erro de truncamento. Contudo, ndo pode ser
escolhido muito pequeno por causa da instabilidade das aproximacdes das derivadas.

Discretizar, significa que transformamos uma determinada funcao continua em
uma representacao discreta (pontos), de modo a determinar uma solucdo aproximada
(CUMINATO & MENEGUETE, 2013).

Ao trabalharmos com métodos numéricos na maior parte das vezes, recaimos
em sistemas de equacdes, sendo indispensavel recordar a resolucdo de sistemas
lineares.

As equacdes diferenciais de ordem maior que 1, podem gerar problemas de
valor inicial (PVI) ou problemas de valor de contorno (PVC) dependendo da forma
como as condi¢des conhecidas sao especificadas.

Por exemplo, considere a equacao diferencial ordinaria:

y'+p@)y" +q()y = f(x) (8)
Para a equacéo (8) podem ser analisados dois casos:

1° caso: Onde as condic¢des iniciais conhecidas sé&o especificadas da forma:
y(x9) = yo € y'(xy) =y, originando desta forma um problema de valor inicial, mais
conhecido como PVI.

Ora, para a resolucao numérica de PVI's, pode-se partir da condicéo inicial e ir
avancando até um tempo final arbitrario.

2° caso: Onde os problemas envolvem condi¢cdes conhecidas em pontos
diferentes, sendo estas condi¢cdes chamadas de condi¢cbes de contorno, podendo ser
expressas, por exemplo, como: y(a) = y, e y(b) = y;.

De forma geral, os PVC's envolvem uma coordenada espacial como variavel
independente. Assim, a resolugédo de um PVC's consiste em buscar uma solugao que
satisfaz a equacéao diferencial no intervalo a < x < b juntamente com as condi¢des
de contorno especificadas. Isto implica que existem duas condi¢cdes, em pontos
diferentes do dominio de solucdo, que devem ser simultaneamente satisfeitas. Por
isso, métodos de marcha, como os de Runge-Kutta, ndo podem ser empregados neste
caso.

Veremos na sec¢édo 1.3, o método de diferencas finitas.



14

1.3 Aproximacdo por Diferencas Finitas?

O meétodo de diferencas finitas aplicado a equacgdes diferenciais € um método
no qual discretizamos a equacédo. Discretizar, significa que transformamos uma
determinada fung¢do continua em uma representacao discreta (pontos).

Considere por exemplo, a fungdo f(x) = x definida em um intervalo entre O e
1. Esta funcdo pode ser representada de forma discreta como, por exemplo, f(x) =
[0,0.2,0.4,0,6,0,8,1], assumindo um espacamento entre os pontos de 0.2, ou seja,
esta representacdo esta relacionada como um dominio discreto da forma x =
[0,0.2,0.4,0.6,0.8,1]. As solucdes obtidas com a aplicacdo do método de diferencas
finitas sempre serdo discretas. Caso for necessario obter os valores para algum valor
de x que ndo corresponda exatamente aos pontos do dominio, pode-se interpolar os
valores.

A primeira etapa da aplicacdo do método de diferencas finitas consiste
exatamente em definir o dominio discreto onde a solugcao sera buscada.

Considere uma barra fina, com raio menor que o comprimento. Pode-se

assumir que a equacao que descreve a variagdo na temperatura ao longo de x pode

dT , . , .
ser expressa como: — + h'(T, —T) = 0 onde h’ é um coeficiente de troca térmica e

T, é a temperatura ambiente.

As condi¢cbes de contorno, corresponde a temperatura fixas nas extremidades,
emx = 0ex = L, demodoque: T(0)=T,,T(L) = T,.

Temos que a regido onde se deseja obter a distribuicdo de temperatura é no
intervalo de x = 0 até x = L. Este intervalo corresponde ao dominio de solucao da
equacao diferencial. No entanto, ele estd em uma forma continua e néo discreta. Para
discretizar o dominio, deve-se dividi-lo em um determinado niumero de pontos. Por
exemplo, considere que L = 1 e que se deseja dividir o dominio em pontos com
espacamento h = 0.1, ou seja, deseja-se dividir o dominio em 10 elementos de igual
tamanho. Quanto mais elementos forem utilizados, maior sera a precisdo do método,
no entanto, o gasto computacional também ir4 aumentar.

Como pode ser visto, este conjunto contém 11 pontos. De maneira geral, o

namero de pontos sempre sera igual ao numero de elementos em que o dominio é

! BURDEN, Richard L.; FAIRES, J. Douglas. (2008)
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dividido mais um. Este vetor pode ser representado de uma forma mais simples da

seguinte forma:
x[i] = ih,ondei = 0,1,2,...10 9)
ou de forma equivalente:
x[i]= (i- 1)h,ondei = 1,2,3,...11 (10)

E importante observar que em PVI's, ndo é necessario inicialmente definir o
dominio de solucdo, pois pode-se continuar avancando por quantos passos forem
necessarios, partindo de um valor inicial. No entanto, para o caso de PVC's, o dominio
de solucéo é fechado e deve ser considerado como um todo.

A estratégia do método de diferencas fintas consiste em buscar equacdes
algébricas que aproximem a solugdo em cada ponto i. Para isso, as derivadas sé@o
aproximadas como relacfes algébricas envolvendo a solucdo em diferentes valores
de i. Esta aproximacdo pode ser realizada de diferentes formas, dependendo da
precisao desejada e da natureza do problema e das condi¢des de contorno. Porém, a
origem destas aproximacdes sempre € uma aproximagao em série de Taylor em torno

de cada ponto i, como sera discutido na sec¢ao 1.3.1.

1.3.1 Aproximacéao de Primeira Derivada

Para apresentar o processo de discretizacdo da derivada de uma funcéo
continua y(x) em um intervalo 0 < x < L, sera considerado um dominio discreto
como o apresentado na figura a seguir, onde o dominio fisico continuo (regiao entre 0
e L) é divididoem N + 1 pontos, lembrando-se novamente que o objetivo do método
de diferencas finitas é obter aproximac¢des para o valor da funcdo y(x) em cada um
destes N + 1 pontos. Esta representacéo discreta do dominio de solugcé&o € chamada
de malha numérica.

A expansédo em série de Taylor pode ser utilizada para avaliar o valor de uma

funcdo em um dado ponto com base no valor conhecido em outro ponto.
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Figura 1: Malha Numérica.
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Fonte: Do autor (2023).

Dependendo da forma como a aproximacao é realizada, obtém-se diferentes

formulacdes para o método de diferencas finitas, como sera apresentado na secéo
1.3.2.

1.3.2 Aproximacéao para Frente (Foward)
Vamos considerar, gue desejemos aproximar o valor em x;,; com base no valor
em x;, isto é, deseja-se aproximar y(x;;1) = yi+1 com base em y(x;) =v.

Neste caso, a expansdo em série de Taylor pode ser expressa como:

dy 1 d?y
Yit1 =Yi + (xi+1 - xi) a |x=x1 + E (xi+1 - xi)z W |x=x1
1 d3
3 Opr = 203 S e, + o (11)

Considerando (x;,; — x;) relativamente pequeno, os termos de alta ordem
proporcionais a (x;.; — x;)?, (x;11 — x;)3, ... podem ser desprezados. Sendo assim,

a derivada primeira da funcao y(x) no ponto x; pode ser aproximada como:

d_y _ Yi+1—JYi
dx |x=x1 - (xi+1_xi) (12)
Definindo h = (x;;; — x;), podemos ainda escrever:
ﬂl _ Yi+t1— Vi (13)
dx ' X=X1 T h

Esta expressdao € conhecida como aproximacdo por diferencas finitas para
frente (ou método de diferencas finitas para frente), pois utiliza o valor da funcdo em
um ponto a frente x;,, para estimar o valor da derivada em um ponto anterior x;.
Fazendo h — 0 obtemos a definicdo da derivada em um ponto, de onde podemos

afirmar que esté formulagdo € consistente. Este método é equivalente ao método de
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Euler explicito para a resolucdo de PVI's. Em ambos o0s casos, ocorre uma
linearizacao da funcédo em torno de um ponto.

Na aproximacdo da derivada, foram desprezados os termos O(x;,; — x;)2,
assim, o erro de truncamento local do método de diferencas para frente € da ordem
de O(h)?onde o simbolo O representa o operador ordem de grandeza.

Sendo a aproximacao aplicada em N pontos ao longo do dominio, este erro se
acumula N vezes. Pode-se mostrar que quando aplicado para avaliar N pontos, o erro
associado sera da ordem de O(x;,; — x;) = 0(h), 0 que indica que a aproximacao
por diferencas para frente € um método de primeira ordem.

A ordem de um método numérico de resolucdo por discretizacdo representa a
relacdo como o erro de truncamento global varia em funcdo do espagcamento h
utilizado. Podemos afirmar, que quanto maior a ordem, mais rapidamente o erro
diminui conforme o passo é reduzido. A partir de um determinado ponto as solucées
obtidas serdo muito parecidas, sendo que uma maior redugdo em h a partir deste
ponto ndo ira reduzir o erro global de forma significativa e irA aumentar o erro de

arredondamento.

1.3.3 Aproximacdao para tras (Backward)
Este tipo de aproximacdo € bem semelhante ao anterior, no entanto no lugar

de x;,, substituimos por x;_;. Neste caso, a expansao para obter a funcéo x;_,, sera:

dy 1 d?y
Yier = Vit (ioa = %) 7w, + 5, (im0 = %)% 5 e, +

3
5 G = xP T e, + (14)

dx3 X=X1

Considerando o espacamento h = (x; — x;_;) = —(x;_; — x;), de (14),
obtemos:

dy 1 d?y 1 d3y
Vier = Yi = (W)= lemry, + 5, (W2 5 amey, — 5 (W 5 ey +

(15)

De modo analogo ao caso foward, desprezando os termos de ordem maior ou

igual 2, obtemos:

dy — YiTVi-1 (16)

dx 'X¥=%1 h
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Esta aproximacdo é conhecida como aproximacédo por diferencas finitas para
tras (ou método de diferencas finitas para tras), e também representa uma
aproximacéo de primeira ordem para a derivada em um dado ponto x; .

A utilizacdo destes dois métodos, métodos para tras e para frente, sdo a
principio equivalentes. A Unica restricdo ocorre nas extremidades do dominio, pois no
ponto x, ndo pode ser aplicado o método para tras pois nao existe um ponto anterior
a este, e de forma semelhante, no ponto xy a formulacéo para frente ndo pode ser
utilizada, pois de maneira equivalente ndo existe nenhum ponto apos este para ser

utilizado de base.

1.3.4 Aproximacéo Central

Quando utilizamos métodos de primeira ordem a discretizacdo de todos os
pontos do dominio, de forma geral, estes métodos ndo costumam apresentar bons
resultados, especialmente nos casos envolvendo gradientes aproximadamente
simétricos em relacdo a direcdo x, como por exemplo problemas envolvendo
conducéo de calor ou difusdo de massa. Nestes casos, € mais prudente utilizar uma
aproximacédo de segunda ordem, que pode ser obtida fazendo a expansao para y;,;
menos a expansao para y;_;.

Obtemos entéo:

d 2 a3
Yi+1 — Yi-1 = 2h d_ic] |x=x1 + ;(h)3d_;|x=x1 + - (17)

Desprezando agora os termos da ordem de O(h )3 , pode-se obter a seguinte
expressao para uma aproximacgao da derivada primeira em x; :

d_y _ Yi+1— YVi-1
|y, = Y (18)

Esta expressao € conhecida como método de diferencas finitas central. O erro
de truncamento local é da ordem de O(h )3, de modo que o erro global sera da ordem
de O(h)2. Assim, esta aproximagao € de segunda ordem.

Existem aproximacdes de ordem superior, porém a aproximacao central é a
mais empregada, sendo adequada a maioria dos casos. Esta aproximac¢ao ndo pode

ser aplicada nos pontos extremos do sistema.
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Sendo assim, a melhor estratégia para a discretizacdo da equacéao é utilizar o
método central para os pontos internos, o método para frente no ponto x, € 0 método
para tras no ponto x .

Pode-se fazer uma comparacdo geométrica dos trés esquemas de

discretizagéo conforme a Figura 02.

Figura 2: Comparacédo entre os trés modelos de aproximagao.
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Autor: Wilhelm,2017

1.3.5 Aproximacéao de Derivada Segunda
O método de diferencas finitas também pode aplicado a discretizacdo de
derivadas de maior ordem. Considerando a definicdo da derivada em um ponto,
obtemos as aproximacdes para a derivada segunda. Da mesma forma que a derivada
primeira pode ser aproximada em termos da variacdo da funcdo em dois pontos, a
derivada segunda pode ser aproximada em termos da variacdo na derivada primeira
em dois pontos. Utilizando a aproximacéo para frente temos:
2

a‘y
—lx=x=
dx Xit1—Xj

ay| _ ay|.._
a‘x‘xl’+1_ﬁ|x‘xi

(20)

onde a derivada avaliada no ponto x;,;. Utilizando novamente um esquema para
frente, é obtida de forma equivalente a derivada no ponto x; como:

dy _ Yit2—Yi+1 21
dx |x=xi+1 B (Xit2— Xi+1) ( )

Considerando que os pontos estejam igualmente espacados, juntando as
expressoes para a derivada em x;,, € a expressao para a derivada em x; , obtemos

a seguinte expressao para a derivada segunda em x; :
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d%y _ Yit+2—2Yi+1t Vi
ﬁ |x=xl~ - h2 (22)

A equacdo acima representa o esquema para frente aplicado a derivada
segunda. Como ele se baseia em esquemas de primeira ordem, também € uma
aproximacéo de primeira ordem. Fazendo um procedimento semelhante utilizando o
esquema para tras, obtemos:

d?y _ Yi2=2Yi-1t Vi

E |x=xi - (h)z (23)
sendo este 0 esquema para tras aplicado para a derivada segunda, também um
método de primeira ordem.

Utilizando o esquema central, obtém-se a seguinte aproximacao:

d?y _ Yi+1—2Yit Vi1
dx? |x=xi - (h)2 (24)

sendo esta uma aproximacao de segunda ordem.

1.4 Phyton e sua Contribuicdo na Matematica

Lancado em 1991, o Python? foi criado por Guido van Rossum no Centrum
Wiskunde & Informética (CWI), em Amsterda. Os primeiros objetivos da linguagem
eram trazer mais eficiéncia a programacao e, assim, possibilitar o0 acesso a recursos
do sistema operacional Amoeba, que atualmente esté inativo.

Especialmente por ser open source, ou seja, foi projetado para ser acessado
abertamente pelo publico, o Python recebeu diversos incrementos e melhorias desde
gue foi langado.

A linguagem Python € uma das principais e mais populares linguagens de
programac&o em todo o mundo. E considerada de alto nivel, pois esta mais proxima
a linguagem humana do que a de uma maquina. Por este motivo, ganhou
popularidade entre os profissionais da area por ter uma sintaxe considerada
relativamente simples, principalmente quando comparada as demais.

As principais caracteristicas do Python sdo sua simplicidade, legibilidade,

ampla biblioteca padréo, orientacao a objetos, facilidade de integragéo e versatilidade.

2 Link: https://www.online-python.com/
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Abaixo, seréo citados alguns exemplos de uso da linguagem Python. Sao elas:

e Desenvolvimento Web: a linguagem pode ser utilizada na construgcdo de
simples paginas da internet até a robustos softwares;

e Desenvolvimento de jogos: o Python € uma das linguagens favoritas dos
desenvolvedores de games por mostrar resultados sofisticados com
simplicidade;

e Big Data: a forte capacidade de andlise, processamento e exibicdo de dados
do Python, além da sua facilidade de uso por diversos profissionais, o tornam
um grande aliado ao Big Data;

e Computacao gréfica: devido as suas habilidades de criacdo gréfica, diversos
softwares desta area empregam o Python como linguagem — como, por
exemplo, PyGame e Blender, dois programas para graficos 3D;

e Inteligéncia Atrtificial: os algoritmos do Google sdo uma das aplicagdes de IA
mais famosas que utilizam o Python. Para uso em Inteligéncia Atrtificial, a
linguagem possui diversas bibliotecas voltadas para o segmento — como Keras,
NumPy e NLTK;

e Ciéncia de Dados: o Python é popular entre cientistas por ser simples de usar
e pela sua familiaridade com dados; além disso, a sua ferramenta Jupyter-
Notebook agiliza e facilita o fluxo de trabalho desta area.

Esta linguagem adequa-se muito bem a resolucdo de problemas em vérias
areas da Matematica e potencializa o desenvolvimento do raciocinio logico e
estruturado.

Neste trabalho, utilizamos a linguagem Python, para escrever os co6digos que
determinam as solugdes numéricas dos problemas das EDO’s de contorno, assim
como construir os graficos das solu¢ées continuas e discretas.

Capitulo 2. METODOLOGIA DA PESQUISA

2.1 Abordagem, Estratégias de Investigacdo e o0s Procedimentos
Técnicos

A abordagem metodologica da pesquisa € quantitativa pois estara voltada ao
desenvolvimento de teoremas e modelos. Gerhardt (2009, p.35) nos fala que uma
“pesquisa quantitativa esta centrada em objetividade e na relagao das variaveis de um

fenbmeno através da linguagem matematica.”

A pesquisa quantitativa se centra na objetividade, influenciada pelo
positivismo, considera que a realidade s6 pode ser compreendida com base
na andlise de dados brutos, recolhidos com o auxilio de instrumentos
padronizados e neutros. A pesquisa quantitativa recorre a linguagem
matematica para descrever as causas de um fendmeno, as relagdes entre
variaveis, etc.
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A estratégia utilizada na pesquisa sera a descritiva, tendo como finalidade a
descricdo dos resultados obtidos de problemas de contorno através de um estudo das
suas solucdes utilizando o método das diferencas finitas.

Gil (2008, p.28) nos relata que:

As pesquisas deste tipo tém como objetivo primordial a descricdo das
caracteristicas de determinada populacao ou fenémeno ou o estabelecimento
de relagdes entre variaveis. Sdo inUmeros os estudos que podem ser
classificados sob este titulo e uma de suas caracteristicas mais significativas
esta na utilizacao de técnicas padronizadas de coleta de dados.

A pesquisa sera bibliografica e baseada em estudos de autores, como L.
Richard, and J. Burden, Douglas Faires (2003), RL Burden, JD Faires, AM Burden —
2016, e entre outros pensadores que elaboraram trabalhos pertinentes ao assunto.

2.2 Etapas da Pesquisa
As etapas da pesquisa serdo desenvolvidas a partir das etapas da modelagem

matematica. Conforme Bassanezi (1988, p 6)

O processo de intermediacdo entre o problema original e o modelo
matematico é uma atividade que poderiamos classificar de tipica da
Matematica Aplicada, exigindo uma avaliagdo competente da relagdo
entre o que € teoria e aplicagéao.

O uso da Modelagem Matematica como estratégia pedagdgica iniciou-se nas
primeiras décadas do século XX, em carater internacional, quando matematicos puros
e aplicados buscavam ampliar novos meios para o estudo da Matematica. Afirma
Bassanezi (2004) que a modelagem surgiu inicialmente na Biomatematica, por volta
de 1980, com estudos de modelos de crescimento de processos cancerigenos.
Posteriormente foi feita uma experiéncia com a modelagem, em uma turma regular de
Engenharia de Alimentos (disciplina de Calculo Diferencial e Integral), alcancando
satisfatorios resultados. Portanto podemos notar que a partir destes exemplos a
modelagem pode e foi utilizada em muitas outras frentes de pesquisa visando
melhorar a interpretacdo de problemas numéricos e analiticos e com base nisso
podemos usar nos problemas de contorno.

As fases de um modelo matematico s&o caracterizadas por Bassanezi (2002)
por uma fase da experimentacdo, no qual é feita a coleta dos dados do fendmeno a

ser modelado, a abstracdo que consiste em determinar a equacéo do problema, a fase
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da resolucéo que passa do aspecto qualitativo da fase de abstragéo para a obtencgao
de dados quantitativos do problema, validacdo que é a determinacao da proximidade
da solucéo real com a solucéo aproximada obtida na resolu¢do do modelo e a fase de
modificagcdo que depende dos resultados obtidos com o modelo matematico para
aceitacdo do modelo ou a reformulacdo de um novo modelo matemético para o
problema.

ANALISE DE RESULTADOS

Nesta secao, serdo apresentados problemas de contorno onde sera aplicado o
método de diferengas finitas para determinar as solu¢des aproximadas.
Antes de apresentar os problemas, serd apresentado o codigo de diferencas

finitas no Python.

3.1 Codigo Diferencas Finitas No Python
Tipo de problema a ser resolvido

y' =p)y +q)y +r(x)

y(@ =y,
y(b) =y
Formulagao
Aproximacgao das derivadas:
oo Y(xje)—2y(x;)+y(xj_q) ;o Y(xjp)=v(x_1)
Y= (Ax)2 €y = 2%

Considerando o problema acima e utilizando a aproximacdo das derivadas,
podemos chegar em uma matriz A e b do sistema Ax = b, que podera ser usada para
determinar a solugcéo do sistema implementando no Python.

Observe que substituindo a aproximacdo das derivadas no problema de
contorno acima, com j = 1,2, ---n, obtemos um sistema de equacdes.

De fato:

Paraj =1,

y'=p@y" +q)y +r(x)
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y(x3) — y(xo)
2h

y(x2) — 2y(x1) + y(xo) _

(h)z p(xl)

+q(x)y; +11(x1)

Multiplicando a equac&o acima por (h)? e substituindo o valor de y,, obtemos:

y(x3) —

y() = 2y(e) 471 = ple) o b+ gy () (W) + 13 () ()2

Reorganizando os termos da expressao obtemos:

y(e)[2 + q(c)(R)?] + y(x,) l—l + p(xzﬁl = —1; () (R)? + P(xl)% +V
Para j = 2:
y(x3) — 2%’}8622) + y(xy) = p(x,) y(x3) Z—h}’(x1) +q(x)y, +15(x3)

Multiplicando a equac&o acima por (h)? e substituindo o valor de y,, obtemos:

y(x3) —y(xq)
2

y(x3) = 2y(xz) + y(x1) = p(xy) h + q(x;)y(x;) (R)* + T'z(xz)(h)z

y(x)[-1 - @h] +y(x)[2 + q(x) (W)?] + y(x3) l—l + @hl = —1,(x2) (h)?
Para j = 3:

y(xy) — y(xz)
2h

y () = 2y(x3) + y(xy)
(h)? -

p(x,) + q(x3)ys + 13(x3)

Multiplicando por (h)?:

[y(xy) — y(xx)]h
2

y(xg) = 2y(x3) + y(x3) = p(xy) + [q(x3)ys + 1r3(x3)](h)?

p(x3)
2

Yae)[=1 = P22 h] + y(xs)[2 + q ) ()] + y () [—1 paite) h] = —r3(x3) (R)?

2
De forma analoga paraj =n — 1:

p(xn—l)
2

J’(xn—z) l_l - 2



= ~Th-1 (xn—l)(h)z

}’(xn—z) [_1 -

—YF l—l

+

2

p(xy,)
—=h

P(n-1) hl + y(n-1)[2 + g G- (W)7]

l —Th—1 (xn—l) (h)z

Portanto o sistema linear Ay = b, pode ser escrito da forma:

2
1-22 945
> + 4>
A= :
0
0
onde:

pj = (AX)P(xj).

e a matriz b é dada por:

0 0
122
142 0
3
ﬁN—l qN—l ﬁN—l
11— 2 1
7 47 2 +t
0 —1 —%’V 2+ Gy

d; = (Ax)?*q(x;),

[ 1
(1 + ?) 11
_f-z
_f'N—l
PN
-(1 - 7) vF

0 que queremos desejamos encontrar:

V1
Y2

YN-1
l YN

|

7y = (Ax)?r(x)
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Para exemplificar utilizaremos 0 problema de contorno:

y”=§y’—y+6x—1

y(0) = -1
y(1) =0

1° Passo: Importar a numpy as np.
Figura 3: Declaragédo da biblioteca usada.

import numpy as np

Fonte: Do autor (2023).

2° Passo: Observe que a EDO dada esta na forma y" = p(x)y' + q(x)y +

r(x). 0 primeiro passo ¢ identificar e definir as funcdes p(x), g(x) e r(x).

Figura 4: identificar e definir as fungdes p(x), q(x) e r(x).

def p(x):
return x/3

def q(x):
return -1

def r(x):
return 6%x - 1

Fonte: Do autor (2023).

3° Passo: Criar o método de Diferencas Finitas;
Crie a funcéo diferenca finitas, que estd de acordo com as condi¢cdes de
contorno, isto € (xo, yo, Xr, ¥r, N ), onde N € o numero de iteragdes.

_ %

. ., e e e . —X 7 - -
Crie as variaveis iniciais (delta, = ~ %), onde N é o nimero de subintervalos

da malha.

Crie um vetor x utilizando a funcéo linspace da numpay (ndo queremos o
primeiro e nem o ultimo ponto da malha).

Crie a dimenséao do sistema.

Crie a matriz A (0o numero de linhas e colunas é a dimenséo do sistema) e a
matriz b (€ unidimensional).

Criadas as variaveis, fazemos a montagem da matriz A e b de acordo com as

matrizes criadas anteriormente.
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e Encontramos a solucdo, de acordo com o niumero de pontos tomados na malha.

Figura 5: Codigo Phyton para método das diferencas finitas.

def diferencas_finitas(xe, ye, xf, yf, N):
## Varidveis iniciais
delta x = (xf - x@)/N
vetor_x = np.linspace(x@ + delta x, xf - delta x, N - 1)
dim sist = N - 1
A = np.zeros((dim_sist, dim_sist))
b = np.zeros(dim_sist)

## Montagem da matriz A
for i in range(dim_sist):
x = vetor_x[i]
for j in range(dim_sist):

if i == j:

A[i][3] = 2 + q(x)*pow(delta_x, 2)
elif i == (j+1):

A[i][j] = -1 - p(x)*delta_x/2
elifys: == (j-l);

A[i][3] = -1 + p(x)*delta_x/2
else:

A[i][j] = e

## Montagem do vetor b
for i in range(dim_sist):
x = vetor x[i]
if i == o:
b[i] = (1 + p(x)*delta_x/2)*ye - r(x)*pow(delta x, 2)
elif i == (dim_sist - 1):
b[i] = (1 - p(x)*delta_x/2)*yf - r(x)*pow(delta x, 2)
else:
b[i] = -r(x)*pow(delta x, 2)

## Resolucdo do sistema linear Ay = b
y = np.linalg.solve(A, b)
return y

In [51]: y = diferencas_finitas(e, -1, 1, @, 4)
for i in range(len(y)):

print("y = ", y[il)

-0.9852941176470588

-0.876470588235294
-0.5794117647058824

< <
nonn

Fonte: Do autor (2023).

Problema 1. Resolva o problema de contorno

y'+2y+y=x
y(0) =2
y(1) =0

com Ax = h = 0,25, utilizando o método das diferencas finitas.
Solucéo:
1° Passo: Determinar a quantidade de intervalos que serao utilizados.

. . . b— P
Para determinar a quantidade de intervalos, fazemos n = Ta onde h sera dado

no enunciado do problema.
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b_
Neste caso: n =Ta ="=4

2° Passo: Construcao de uma tabela, onde sdo dados o numero de interacdes,

Xi €Y.
I X; Vi
0 0 2
1 0,25
2 0,5
3 0,75
4 1 0

Observe que a tabela acima, ja esta devidamente montada com os nameros de
iteracdes e os dados dos problemas de contorno.

3° Passo: Substituir as derivadas, pelas aproximacdes

"o~ Vi+1=2Yi+ YVi+1

ey’ ==
Dada a EDO y" + 2y" 4+ y = x, substituindo as aproximag¢des dada acima

obtemos:

YVit1=2Yit Yi-1 2 Yit1— YVi-1 -
+ v, = X; ]
(h)z + 2h yl L ( )

Multiplicando a equacéo (i) por (h)?, obtemos:
Yier(L+h) +y;(=2+h*) + y,_1(1 — h) = x;h? (iii)

Substituindo o valor de h = 0,25 na equacao (iii), obtemos a seguinte equacao

adaptada ao problema, dada por:
1,25 Vit1 — 1'9375yl + 0,75yi_1 = 0,0625xl (IV)

Observando a tabela que foi construida no 2° passo, podemos concluir que

para i = 1, a equagao pode ser reescrita como:

1,25 yz - 1,9375y1 + 0753’0 = 0,0625x1 (V)
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Substituindo os valores y, = 2 e x; = 0,25, em (v) obtemos:
1,25y, — 1,9375y, = —1,484375 (vi)
Fazendo i = 2, na equacéo (iv) e substituindo y, = 2 e x, = 0,5, obtemos:
1,25 y; — 1,9375y, + 0,75y, = 0,03125 (vii)
Analogamente, fazendo i = 3, a equacao (iv) e substituindo y, = 2 e x3 = 0,75:
1,9375 y; — 1,75y, = 0,046875 (viii)
As equacdes (vi), (vii) e (viii) obtidas formam um sistema

—1,9375y,+ 1,25 y, = —1,484375
0,75y, — 1,9375y,41,25 y5 = 0,03125
1,75y, — 1,9375 y; = —0,046875

possivel e determinado. Aplicando algum método de solucao de sistemas, obtemos:

y, = 1,10749
Yo = 0,52911
y; = 0,18062

A seguir segue o codigo no Python, que permite determinar a solucéo e o

esboco grafico da solugcdo continua e discreta.



Figura 6: Aplicacdo cdédigo Phyton no problema 1

import numpy S5 P
import matplotlibk.pyplot a5 plt

def p{x):
returms -2

def gfx]):
returns -1

def r{x):

returs 1

s{xB, w8, =f, ¥F, W)

##F Waridweis inicias

delea_x = {xF - w@)/H

wetor ®x = mp.linspace{xd® + delta x, xf - delta x, W -1)
dim =izt = N - 1

A = np.zeros{{dim_size, &Sim_zize))

def diferencas Find

B = np.zeros{dim_sist)

For § in ran

{dim_=siszt]):

if i == 3=

ALi][F] = 2 + gix)*powi(delsa_x, 2)
elif i == {j+1)

ALLi][5] = -1 - pi{x)*delta_x/2
elif i == {j-1):

ALLi][53] = -1 + pi{x)*delta_x/2
el e

ALL][F] = @

##F Montagem do vetor b

Ffor i Imn ra {dim =size]:

if i ==
B[i] = {1 + pi{xi*delta_x/2)*y@ - r{x)*pow{delts x, 2]}
=liFf i == {(dim sist - 1]):
B[i] = {1 - pi{x)i*delta_x/2)*yF - r{x)*powi{delta_x, 2)
=l z.e
B[i] = -r{x)*powi{delta_x, 2)
#if Resclucic do sistems linear Ay = b

¥ = np.linzlg.soclweld, k)
meEeTurm y

def vetor_x{wd®, xfF, H):
delea_x = {xF - @)1 N
return mp.linspace{x® + deltas x, xf - delta x, W -1}

wetor_x = wetor_x{&, 1, 4)
¥ = diferencas_ finita=s{&, 2, 1, &, 4)
for i in ra {(leniyid:
princ{"y{E&F) = BF" T {(wetor_x[i], ¥I[ill)

priney{ ]

ple.ploc{vesor_x, ¥, marker = "o
ple.title{"Grifico de Diferencas Finditas™)
ple.xlabel ] "vetor =

ple _ wlabel{"yw"])

ple.ylim{@, 1.5)

ple. show]

Fonte: Do autor (2023).
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Figura 7: Gréafico do problema 1.
8. 258888 .BA3TIE

=1
y{B.58B888) = 8.467775
y{B.758888) = &.148816
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Fonte: Do autor (2023).

Problema 2. Resolva o problema de contorno

y"'=3xy'—y+x
y(0) =0
y(1) =0

utilizando o método das diferencas finitas, para h = 0,25.

Solucéo:
- 12 Vit Vie 1= Vie
Substituindo y” = % ey = % na EDO dada, obtemos:
. _2 .+ P . — i
Yit1 h);l Yi-1 _ 3xi ZV1+12hyl 1 —y; +x;

Multiplicando a equac&o por h? e reorganizando os termos, obtemos:

yirr (1= 32h) + 32+ 0 4y (14 5xh) = xh? (i)

31

(i)
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Substituindo o valor de h = 0,25 em (ii), obtemos:
(1 - O,375xi)yl-+1 - 1,9375yl + (1 + 0,375xi)yl-_1 = 0,0625xl-

Montando a tabela de acordo com o valor de h e dos dados iniciais, temos:

i Xi Vi

0 0 0

1 0,25

2 0,5

3 0,75

4 1 0
Parai = 1:

(1 —-0,375x,)y, — 1,9375y; + (1 + 0,375x1)y, = 0,0625x,
Como x; = 0,25 ey, =0:

0,90625y, — 1,9375y, = 0,015625 (iii)

Parai = 2:
(1 -0,375x,)y3 — 1,9375y, + (1 + 0,375x,)y; = 0,0625x,

Como x, = 0,5:
0,80125y; — 1,9375y, + 1,1875y, = 0,0312 (iv)
De forma andloga, para i = 3, sendo x; = 0,75, obtemos a expressao:
—1,9375y, + 1,28125y, = 0,046875 (V)

O sistema

0,90625y, — 1,9375y, = 0,015625
0,80125y; — 1,9375y, + 1,1875y; = 0,0312
—1,9375y; + 1,28125y, = 0,046875

possui solugao:
y, = —0,0715
y, = —0,0715
y; = —0,04155
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A seguir segue o0 codigo no Python, que permite determinar a solu¢cdo e o esbo¢o

gréafico da solucéo continua e discreta.

Figura 8: Cédigo Python aplicacdo do problema 2.
o

et

return 3%x

ol =y -
pix):

def gix):

return

det r{x):

refurn 1

def diferencas_finitas{x@, y@,
## VWaridveis inicias
{xf - xB)/H

xF, wf, W):
delta x =
weTor_X =
H -1

np.zeros{ (dim_sist, dim sist]))

dim_sist =
A =
b = np.zeros{dim_siszt)

MonTasgem dE maTrln A

i in range{dim zist):

= 2 + gi{x)*pow{delta_x, 2}
{§+17:

= -1 - pl{x)*delta_xf2
{3-1):

-1 + plx)*delta_x/2

## Montapem do vetor b

Ffor i in range{dim sist):
H = wvetor_x[i]
if i = ®B:
B[i] = {1 + plx)*delta_xf2)*y® - ri{x)*pow{delta_x,
=lif i == {dim =izt - 1):
B[i] = {1 - pl{x)*delta_xn/2)*yF - r{x)*pow{delta_mx,
ele:
B[i] = -r{x)*pow{delta_x, 2}

#F Resolucic do sistems
¥ = np.linalg.solve{d, b)

linear Ay = b

rETUrT ¥

o vetor_xi{w@, xF, H)
delta_x = {xfF - 08)F/N
return np.linspace{x® + delta x, xf - delza_x, M -1)

wetor_x = wetor_x{@, 1, 4)

y = diferencas_finitas{&, &, 1, &, 4)
Ffor 1 1m r=F—-{1=P:y}}:

princ{"y(&F) = 5F" % {(vewor_x[i], y[il})
print{])

plt.plot{vetor_x, y, marker = “"z2")

plt.title|"Grifice de Diferencas Finitas"])
plt.xlabel("” S |

plt.ylabel{"y"}
plt.ylim{-1.5, 1.5}
plt. show{)

Fonte: Do autor (2023).

np.linspace{w® + delta x, =xf - delza_x, W -1)

2]

2}
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Figura 9: Gréfico do problema 2

y(6.250000) = -8.1082587
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Fonte: Do autor (2023).

Problema 3. Utilize o método de diferencas finitas para resolver o problema de

valor de contorno:

_yn +y — ex
y(0,5) =1
y(1,5) =2
com h = 0,1.
Solucéo:
Temos que n = =2 = 122%2 — 1,
h 0,1
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Utilizando diferenca finita central de ordem 2 para discretizar a funcéo,

obtemos:

—Yi+1+2Yi—Yi-1

h?2

+y; = e

Organizando os termos em (i) e substituindo A = 0,1:

—Viz1 + (2+h?)y; — y;_4 = 0,01e™

(i)

(ii)

Fazendo i = 2, N — 1, obtemos um sistema, com a seguinte matriz triadiagonal,

associada:
1 0
-1 2,01
0o -1
0 0
0 0
0 0
A= 0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
L0 0

0
-1

2,01

-1

SO OO OO OO

2,01

0 0
0 0
-1 0

-1 2,01

SO OO O OO

10,01822
0,02013
0,02225
0,02459
0,02718
0,03004
0,03320
0,03669
0,04055

10,04481-

(>R e R e R e i @ B @)

-1
2,01
-1
0
0
0

SO OO O OO

-1
2,01
-1
0
0

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
-1 0
2,01 -1
-1 2,01
0 0

-1

(=N elo oo NeNo N No Nl

Resolvendo a equacao em (ii) encontramos a seguinte solucdo numérica do sistema:

| Xi Yi
0 0,5 1
1 0,6 1.143722
2 0,7 1.280661
3 0,8 1.410269
4 0,9 1.531724




1 1.643900

11 1,745332

1,2 1.834176

O N O o1

1,4 1.964534

10 1,5 2

A solugéo analitica do problema de contorno é:
y = 1,60307e* — 2,02932¢ ¥ — - xe*

Figura 10: Codigo Python aplicagao do problema 3.

@ import numpy as np
import matplotlib. pyplot as plt

def pix):
return @

def g{x):

reTurn

def r{x):

return -np.oexplx]

def diferencas_finitas{x8, B, =F, yF, H):
## Varidveiz inicics
delts x = {xf - 28)/N
wvetor x = np.linspace{x® + delts_x, xf - delta_x, W -1)

dim sist = MW - 1
A
]

np.zeros|{dim_sist, dim_sisz])
np.oeros{dim_sist)

## Montagem da matrir 4
e{dim_sist):

for i in r

E=L

x = wertor_x[i]

A[il[F] = 2 + qi{x)*pow{delta x, 2)
slif i ==

A[L1[3] = - pix)*delta x/2
elif i == { =

A[i][5] = -1 pix)*delta x/2
elze:

A[il[3] = @

vetor b

{1 + pix)*delea x/2)*y® - r{x)*powdelta x, 2}

{dim_sist - 1)

{1 - pi{x)*delta xf2)*yFf - r{x)*powidelta_x, 2]

E[i] = -r{x)*pow{delta_x, 2]

#% Resclucic do sistems linear Ay = b
¥ = mp_linalg. solwe{d, b)

TUrn ¥y

def vetor_x{wB, =Ff, N):

delts x = {xf - x8)/N
return np.linspace(x® + delts_x, »f - deltas x, MW -

wetor_x = wetor x{®, 1, 18)
v = diferencas_finitas{8.5, 1, 1.5, 2, 18)

Ffor i in range{leniy)):

print{"y(EF) = %F" ¥ (wvevor_x[i], ¥[i]))

L
print{)

plt . plot{vetor_x, ¥, marker
plt_title{"Grifico de Diferen
plet.

1

Fonte: Do autor (2023).
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Figura 11: Grafico do problema 3.

y(0.100000) = 1.143722
y(0.200000) = 1.280661
y(0.300000) = 1.410269
y(0.400000) = 1.531724
y(0.500000) = 1.643900
y(0.600000) = 1.745332
y(0.700000) = 1.834176
y(0.800000) = 1.90816@
y(0.900000) = 1.964534
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Fonte: Do autor (2023).

Exercicio 4. Utilize o método de diferencas finitas para resolver o problema de

valor de contorno:

yn _ zyl +y= e*tan~x
y(0) =1
y(1) =2

com Ax = h = 0,1, utilizando o método das diferengas finitas.

Solucéo:
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. . . b— p
Para determinar a quantidade de intervalos, fazemos n = Ta onde h sera dado no

enunciado do problema.
b—a
Neste caso: n = Bt 10

Substituir as derivadas, por suas aproximacdes na equagao
y" =2y +y=e*tan"1x 0)
obtemos:

Vi+1=2Yi+ Yi-1 Yit1— Yi-1
2
(h)? + 2h

+y;=e*tan"1x (i)

Multiplicando a equacao (ii) por (h)?, obtemos a equacao

Yier = 2Yi + Yica + Rier — yic)+ (W2y; = (W)?e*tan™' x

A partir desta equacao e utilizando h = 0,1, construimos a seguinte tabela

| Xi Yi

0 0 1

1 0,1 1,059093
2 0,2 1,120775
3 0,3 1,186389
4 0,4 1,257774
5 0,5 1,337354
6 0,6 1,428252
7 0,7 1,534422
8 0,8 1,660801
9 0,9 1,813496
10 1 2
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Observe que a tabela acima, ja esta devidamente montada com 0os numeros de
iteracdes e os dados do problema de contorno. O cddigo em Python, é dado como

abaixo:

Figura 12:: Cédigo Python do problema 4.

) def diferencas_finitas{wd®, @, =F, yF, N):
## Varizveis indcias
delta_x = (xf - 2@)/H
vetor_x = np.linspace{x® + delta_x, xf - delta_x, W -1)
dim sist = W - 1
A = np.zeros{(dim_sist, dim sist))
b = np.zeros{dim_sist)

## Montapem da matriz 4
for i in range{dim_sist):
x = wetor_x[i]
for j in range{dim_sist):
if i = j:
A[Li][5] = 2 + q{x)*pow{delta x, 2)
elif i = (j+1):
A[i][5] = -1 - pi{x)*delta_ux/2
elif i == {j-1):
A[Li][5] = -1 + pi{x)*delta_x/2
else:

-“-Ii]I:i] =@

## Montapem do wetor b
for i in range{dim_sist):
x = wetor_x[i]
if i ==
b[i] = {1 + plx)*delta x/2)*@ - r{x)*powidelta x, 2)
elif i == (dim sist - 1):
b[i] = {1 - plx)*delta x/2)*F - r{x)*pow{delta x, 2)

el

"ow

i] = -r{x)*pow{delta_x, 2)

## Resolucio do sistema linear Ay = b
¥ = np.linalg.solve(d, &)
return ¥

def vetor x{x@, xFf, W):
delta x = (xf - x@)/N

i

return np.linspace{x® + delta_x, xf - delta_x, N -1)

vetor_x = vetor x{@, 1, 18)
y = diferencas_finitas{&, 1, 1, 2, 18)
for i in range{len{y)):

print("y(%f) = %" % (veror_x[1], y[i]))
print()
plt.plot{vetor_x, ¥, marker = "2")
plt.title{"Grifice de Diferencas Finitas")
p-lt.::l:b-el{" o
plt.ylabel{"y")
plt.ylim{-1.5, 3]
plt.show]

[Z v(o.188888) = 1.859893
¥(8.186888) = 1.118775
¥(8.386868) = 1.1B6380
¥(B.4B8868) = 1.157774
¥(B.586868) = 1.337354
v(B.E88868) = 1.418152
¥(8.788868) = 1.534427
yi@. ) = 1.668881
¥(8.088868) = 1.E13496

Fonte: Do autor (2023)
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Figura 13: Grafico do problema 4.
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Fonte: Do autor (2023)

Concluséo

Como visto ao longo desse trabalho o método das diferencgas finitas tem uma
vasta area de aplicacao, é em nossa pesquisa foi aplicado em problemas de contorno.
Ao longo da anélise dos problemas propostos foi identificado que nem sempre
podemos encontrar uma solucdo analitica, devido a complexidade do problema, com
isso utilizamos métodos numéricos para suprir a demanda da solucdo da equacéo.

Utilizamos o calculo nimero para encontra a solugdo dos problemas e com a
utilizacdo da linguagem de programacéo Phyton, foi possivel encontrar a solucéo e
esboca os graficos tanto continuo quanto discreto de cada problema.

Com isso mente podemos afirmar que os resultados encontrados foram

satisfatoérios.
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Anexos
Vamos apresentar neste apéndice as solucfes analiticas dos problemas

resolvidos na secao 3.

Problema 1.
y'+2y+y=x
y(0) =2
y(1) =0

Utilizando o método dos coeficientes a determinar e sabendo que a solugéo do
problema de contorno € dada por y =y, +y,, vamos inicialmente determinar a
solugao do problema homogéneo.

Resolvendo a equacao caracteristica,

m2+2m+1=0

encontramos m; = m, = —1. Como as raizes sao iguais a nossa y, sera da

forma:

Y = Ccre " + cyxe™

A solugéo particular da EDO € do tipo y, = ax + b, com a e b constantes.
Sendo assim, y’, =a e y”p =0
Substituindo na equacéo y"' + 2y’ + y = x, obtemos:
0+2a+2ax+b=x
2ax + (2a+b) = x
Igualando os termos, obtemos
2ax = x,

deonde2a=1=>a=%.

Ainda, (2a + b) = 0, substituindo o valor de a encontrado:

(2%+b)=0,
1+b=0
b=-1

Logo y, =%x— 1

Portanto:
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1
y=ce *+cxe™* +Ex -1
Substituindo as condi¢des de contorno, obtemos o sistema:
2 =C— 1

1
0=ce™ +cze‘x+§— 1

obtendo ¢; =3ec, =-3+-.

Portanto

e 1
y=3e*+(-3+)xe*+-x—-1
2 2
Problema 2. Vamos utilizar séries para resolver a parte homogénea da EDO
associada ao problema de valor de contorno

y'=3xy'—y+x
y(0) =0
y(1) =0

Considerando, p X)y" + q®X)y' + r(x)y = 0,sep (x,) = 0 entédo x, € um ponto
de singularidade.

Seja,y" — 3xy' +y =0

Nao existe singularidade em x = 0.

Inserindox = 0emp(x) =1

p(0) =1=p(0) # 0

Para uma equacado p(x)y"” + q(x)y’' + r (x)y = 0 sem ponto de singularidade em

x = 0, suponha uma solugéo da forma y = ¥, a,xX .

Derivando ambos os lados da solugcdo acima, obtemos:

y' = <§ akxk>, = (ag + i axX)’

=(ap)' + X agkx®t =0+ X5, apkxk?

Simplificando
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y' = Yoy ahx
Mostraremos a seguir, que y"' = Y2 azk (k — 1) x k2
Ora, y' = Y5, apkx®1
Derivando ambos os lados da equagdo y' = Y5 aikx1

obtemos:

y'=(Zk=1 agkx*~1) "= (a+ k=2 agkxk1)

= (ay)" + X, agk(k — 1)xk2

= ( Zk=z ark(k — 1)x*?)
Substituindo os resultados em y" — 3xy’ + y = 0 obtemos:
Yiemz k(e — Dx*=2 = 3x - Yo, agckx® "+ X ax® = 0

Mudando de série para obter a mesma poténcia de x, obtemos:

Yo Araz(k +2)(k + Dx* = T2, a3kx+ X gapx® =0
ou ainda,
Yo kaz(k + 2)(k + Dx* —a,3kx* + a,3kx*) =0

Para que uma série de poténcia seja igual a 0, os coeficientes devem ser iguais a 0,

ou seja,
ak+2(k + 2)(]( + 1) - 3kak + ap = 0= ak+2(k + 2)(]( + 1) = 3kak — Qg

Dividindo ambos os lados por (k + 2) (k + 1), obtemos:

_ 3kak — ag
T2 = ey )k + D

Fazendo, k = k — 2, na equacdo acima, obtemos:

_ ax—2(3k=7)

Ar (k-Dk



obtemos:
(agez(k +2)(k +1) — 3kay + ax)x* =0
k=0

e s _ 3kag—ay _ .

Substituindo em a;,, = en a1y Para k = 2n:
_ _x* sxt x2M(-1)(5)(6n~-7)

yi=ca(l 2 2 o (1)(2)(3)(4)..2n(2n—-1)
De fato:

o a2 (6N — 7)
an 2n(2n — 1)

@ = ao(—1)
27 (1)(2)

Q. =228 _ _ao(=1)(5)
* T (3)(4) (1)(2)(3)(4)

0 = ao(=1)(5)(6n —7)
T (1)(2)(3)(4) ..2n(2n — 1)

Portanto, a solugao &

x? 5x* x2M(-1)(5)(6n—-7)

y1=a0(1—7—5+...+ + ..

(1)(2)(3)(4)..2n(2n—-1)
Como a, é uma constante, substituindo a, por c;:

_ _x% osxt x2M(-1)(5)(6n-7)
yi1=c(1 2 e T (1)(2)(3)(4)..2n(2n-1)

+ ..

Resolver para k = 2n + 1,

)

)
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- _x x21(8) (3n-2)
Y2 =6 (x 3 s Tt T (3)(4)(5) ..n(2n+1) )

De fato, parak = 2n + 1:

azne1(3n — 2)

fant1 = n(2n + 1)
RANED
_az(8)  a;(8)

BT G) BB

_ a;(8)(3n — 2)
dons1 = (3)(4)(5) .n(2n + 1)

Portanto, a solugao é

B x3  2x5 x21(8)(3n — 2)
V2= a(X —m m e et G ONTsy a1y T

Desde que a; é uma constante, substitua a, por c,, obtendo:

2x> x21(8)(3n — 2)
T Tttt S @G ey T

x3
Y2 = Cz(x—T -

Portanto a solugdo homogénea é

x2 5x* x?*(=1)(5)(6n — 7)
y=a <1 2 Tttt oo m.n - T )
L <x x3 2x°> x?1(8)(3n — 2) )
(x-

3 T ettt @G Lz ) T
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Problema 3.
—y'ty=e*
y(0,5) =1 com h = 0,1.
y(1,5) =2

Aplicando o método dos coeficientes a determinar, encontramos a solucéao do

problema homogéneo que é dado por:

Ve = cie* + c,e™*

A solucéo particular sera do tipo y, = Ax"e* h =0,1,2...10.

Como y, =e* encontra-se na solugdo homogénea, tomamos a solugao

particular do tipo y, = xe*.
Derivando a fungéo y, = Axe*, duas vezes.
yp = Axe*

y’p = Ae* + Axe”*

y”p = 2Ae* + Axe*
e substituindo em —u,.,, + u = e*, obtemos:

—2Ae* — Axe* + Axe* = e*
—2Ae* =e*
Fazendo a comparacao dos termos, temos que —24 =1, logo A = %
Portanto, como y =y, + y,
y=cie*+ ce™* +%xex

Substituindo as condi¢des de contorno obtemos o sistema:

1
1= ce% +ce ® + 50,560’5

1
2= ce®+ce 5+ 51,56‘1'5
Ao resolver o sistema, os valores de ¢, e c,, sdo dados respectivamente por:

—2eVe+2e?e—e?—e3-4.e 3 2Ve

€1= 2e—2e3 47 g2

—2eve + 2e%\Je —e? —e3 — 44/e

2= 2e — 2e3
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Entédo a solucéo do problema de contorno é dada por:
—2eve+2etJe—e?2 —e3—4Je 3 2ve —2eve +2e%\Je —e? —e3 —4v/e
y=1\- + =+ 7 e* +

e ™ +—xe*
2e — 2e3 2

2e — 2e3 4

Problema 4. Utilizando o método de variacdo de parametros, determine a

solucdo da EDO y" — 2y’ +y = e*tanlx.

Solucéo:

Inicialmente, vamos determinar a solugdo homogénea da equacéo.

A equacdo caracteristica associada a EDO homogénea é dada por:
m?—-2m+1=0

Aplicando Pitagoras a equacao acima, encontramos uma Unica raiz m = 1.
Sendo assim,

Y = cie* + cyxe*

Sera aplicado o método de variacdo de parametros para determinar a solucéo
do problema n&o homogéneo.
Dado o sistema abaixo,
v'ie* —v',xe* =0
{v'lex +v'e* —v'xe* = e tan"lx
vamos determinar os valores de v, e v, .
Somando as duas equagdes do sistema, obtemos v, = tan"!x

Integrando ambos os lados da ultima equacéo obtemos:
1
v, = ftan‘lx dx = xtanlx —Elnll + x?|

A seguir, vamos determinar o valor de v;.

Substituindo o valor de v', em v';e* — v',xe* = 0, obtemos:

v,e¥ +xe*tan"lx =0
1

v'je¥ = —xe*tan ' x
xe*tan 1 x
v, =——m
1 ex
1 _ -1
v’y =—xtan"tx

Integrando a dltima equacéo de ambos os lados:



. x? . 1 1,
v, = | —xtan xdxz—?tan x+§x—§tan X

Determinados v, e v, e sendo y = y;, + y,, obtemos:
y = cie* + cyxe* + ve* + vyxe*

2
— x X _x_ -1 1 _l -1 x -1 _l 2 X
y = cie* + cxe* + > tan x+2x 2tan xe*+xtan™ x 21n|1+x | xe

49



