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RESUMO 
O presente trabalho trata-se de uma análise multifractal dos níveis do rio Amazonas para a 

cidade de Tabatinga, os dados utilizados foram coletados entre os anos de 1982 a 2022, e 

obtidos pelo site oficial da Agência Nacional de Águas. Obtemos a caracterização multifractal 

da série de níveis a partir do método MF-DFA. Inicialmente buscamos esclarecer alguns 

conceitos importantes para o entendimento do trabalho e a partir disto, pudemos realizar cada 

passo do método. Após esses procedimentos conseguimos alcançar o objetivo principal deste 

trabalho, que é caracterizar a dinâmica das cheias e vazantes do rio Amazonas na altura 

(frente) da cidade de Tabatinga através de um espectro multifractal extraído a partir do 

método multifractal detrended fluctuation analysis (MF-DFA). 

 

Palavras-chave: Multifractalidade; Rio Amazonas; Tabatinga. 



 

 

RESUMEN 

Este trabajo es una análisis multifractal de los niveles del río Amazonas para la ciudad de 

Tabatinga, los datos utilizados fueron recogidos entre los años 1982 al 2022, proporcionados 

por el sitio web oficial de la Agencia Nacional de Aguas. Obtenemos la caracterizacion 

multifractal de la serie de niveles a partir del método MF-DFA. Inicialmente, buscamos 

aclarar algunos conceptos importantes para la comprensión del trabajo y a partir de ello 

pudimos llevar a cabo cada paso del método. Luego de estos procedimientos pudimos lograr 

el objetivo principal de este trabajo que es caracterizar la dinámica de las crecidas y reflujos 

del río Amazonas a la altura (frente) de la ciudad de Tabatinga a través de un espectro 

multifractal extraído del multifractal método detenido de análisis de fluctuaciones (MF-DFA). 

 

Palabras-llave: Multifractalidad; Río Amazonas; Tabatinga. 
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1 INTRODUÇÃO 

 

O rio Amazonas abrange aproximadamente uma área de 6,2 × 106𝑘𝑚2 (REGO, 2012, p.2), 

sendo esta a maior bacia hidrográfica do mundo com relação a sua extensão e ao volume de 

água, além de ser a principal via de transporte dos habitantes locais. Entre as suas sub-bacias 

temos o rio Solimões, que por sua vez percorre os arredores de muitos municípios 

amazonenses, entre eles, está o município de Tabatinga.  

 O ciclo de cheias e vazantes de um rio carrega informações importantes que podem ser 

usadas para caracterizá-lo, o que, por sua vez, influencia diretamente no clima da região por 

onde passa. Em particular, o escoamento de determinadas bacias pode apresentar um 

comportamento de escala no espaço e no tempo (PANDEY, LOVEJOY & SCHERTZER, 

1998). Sabe-se que o fluxo de vários rios apresenta correlação de longo alcance, descritos por 

uma lei de potência (HURST, 1951).  

 Além disso, apesar de estarmos bem familiarizados com a geometria euclidiana, que 

descreve bem, do ponto de vista matemático, figuras como retas, quadrados, entre outras. O 

comportamento do rio, da chuva, das ramificações de uma árvore, entre outros objetos na 

natureza, não pode ser explicado dessa forma. Para estes objetos temos geometria fractal que, 

na verdade, é uma extensão da geometria clássica (geometria euclidiana). 

 Nesse sentido, este trabalho tem o intuito de contribuir com estudos voltados para o 

uso da geometria fractal em fenômenos naturais. Tendo como objetivo principal caracterizar a 

dinâmica das cheias e vazantes do rio Amazonas na altura (frente) da cidade de Tabatinga, a 

partir de um espectro multifractal. O presente estudo está dividido em cinco seções. Na seção 

seguinte temos a fundamentação teórica, onde apresentamos os referenciais teóricos utilizados 

nesse trabalho. A partir disso, os procedimentos metodológicos, apresentando o nosso objeto 

de estudo e o método utilizado. Em seguida, temos os resultados e discussões, onde 

apresentamos os nossos resultados obtidos a partir do método. E por fim, temos as 

considerações finais. 
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2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA 

 

2.1 Geometria Fractal, Dimensão e Fractais 

 

 A geometria fractal, desenvolvida principalmente pelo matemático francês Benoît 

Mandelbrot, é usada para estudar as propriedades de determinados objetos que não podem ser 

bem definidos através da geometria clássica. Segundo Mandelbrot (1982, p. 1): “Nuvens não 

são esferas, as montanhas não são cones, as linhas costeiras não são círculos e a casca de uma 

árvore não é lisa, nem o relâmpago viaja em linha reta”.  

 Observando as formas existentes ao nosso redor, percebemos que muitos objetos 

ficaram esquecidos na geometria clássica (euclidiana). Com a geometria fractal podemos 

trabalhar com objetos que não podem ser bem descritos na geometria clássica. São estes os 

fractais. Os fractais podem ser encontrados na natureza, podem ser gerados por um 

computador ou a partir de construções geométricas, entre outros. Mandelbrot (1982, p. 2) 

chamou esses objetos de fractais, ele cunhou o termo fractal do adjetivo latino fractus, que é 

correspondente do verbo latino frangere e que significa quebrar, ou simplesmente quebrado. 

Os fractais apresentam formas irregulares, um dos motivos que os levaram a serem deixados 

de lado por um longo período. Um aspecto importante dos fractais é a autossimilaridade. Sua 

aparência apresenta certo padrão repetitivo, ou seja, aparenta a mesma forma em diferentes 

escalas.  

 Algo importante de se ressaltar é que na geometria clássica, consideramos as 

dimensões como unidades inteiras, enquanto os fractais apresentam dimensão com valores 

fracionários. A dimensão fractal é usada para caracterizar essas formas irregulares (formas 

dos fractais). Existem diferentes métodos para extrair a dimensão fractal, alguns destes são: 

DFA (Detrended Fluctuation Analysis) (Peng, 1994), Box-counting, Massa Raio, Análise de 

Intersecção Acumulativa, Divers (Compass), entre outros (Backes e Bruno, 2005). 

 No decorrer do desenvolvimento da geometria fractal, percebeu-se a existência de 

multifractais. Os multifractais são subconjuntos de fractais entrelaçados com diferentes 

expoentes de escala (FEDER, 1988, p. 67). Os multifractais apresentam uma característica 

diferente dos fractais, enquanto que os fractais apresentam um único expoente de escala, os 

multifractais tendem a apresentar mais de dois expoentes de escala. 

 Para os multifractais, entre os métodos usados para caracteriza-los, temos, por 

exemplo, o de Kantelhardt et al. (2002) conhecido como MF-DFA (Multifractal Detrended 

Fluctuation Analysis) que generaliza o método desenvolvido por Peng et. al. (1994) (DFA), 
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para o caso em que a série temporal apresenta um comportamento multifractal. No caso do 

método DFA, é importante destacar que a sua aplicação é voltada para caracterizar apenas 

objetos fractais. Contudo, percebeu-se que para uma caracterização mais apropriada das séries 

de vazão de rios seria necessário fazer uma aproximação multifractal (TESSIER ET AL., 

1996). 

 

2. 2 Expoente de Hurst e Séries Temporais 

 

 O expoente de Hurst 𝐻, é uma forma de caracterizar o tipo de série temporal analisada. 

A partir de um estudo feito pelo hidrólogo Harold Ediwin Hurst, para a construção de uma 

represa, foi desenvolvido um método chamado análise alcance reescalado (𝑅 𝑆⁄ ) para 

determinar o volume necessário de um reservatório. Esta relação é dada pelo alcance (𝑅) e o 

desvio padrão (𝑆), considerando a dinâmica da água. A partir da aplicação deste método em 

outros fenômenos da natureza, Hurst percebeu que esta relação segue um comportamento de 

lei de potência. Onde o expoente de escala, são sempre valores entre 0 e 1, e então conhecido 

como expoente de Hurst 𝐻 (REGO, 2012, p. 17).  

 Mais tarde, Mandelbrot relacionou o expoente de Hurst com o Movimento Browniano, 

usando-o para determinar a dimensão fractal de séries temporais (MANDELBROT, 1982, p. 

244). O movimento Browniano descreve o comportamento randômico quando expoente de 

Hurst é igual a 0,5, ou seja o movimento é aleatório.  

 Uma série temporal é um conjunto de dados coletados ao longo do tempo. Alguns 

componentes importantes das séries temporais são: a tendência, que informa a evolução da 

série se esta cresce ou decresce com o tempo; a sazonalidade, que é a repetição de um dado 

fenômeno em um determinado período de tempo; e a componente aleatória, que tem a ver 

com a correlação presente na série, ou seja, quando a série não é correlacionada, de média 

zero e variância constante (REGO, 2012). Em relação ao expoente de Hurst, as séries podem 

ter memória longa (ou persistência) quando 𝐻 fica no intervalo 0,5 < 𝐻 ≤ 1. Quando 𝐻 fica 

no intervalo 0 ≤ 𝐻 < 0,5 isto indica que a série tem memória curta (ou anti persistência). 

Para séries que não apresentam correlação (séries aleatórias) o expoente de Hurst é igual a 

0,5. 

 

2.3 Lei de Potência 
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 Lei de potência ou lei de escala é uma lei que descreve o comportamento de muitos 

fenômenos na natureza. Podemos observar essa lei no crescimento biológico, no 

comportamento populacional, nas séries temporais e em outros fenômenos da natureza 

(REGO, 2012). Uma lei de potência pode ser representada da seguinte forma: 

𝑦 = 𝛼𝑥𝛽  

Onde 𝑥 e 𝑦 são duas grandezas, 𝛼 é a constante de proporcionalidade e 𝛽 é o expoente de 

escala. 
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3 PROCEDIMENTOS METODOLÓGICOS 

 

 Este trabalho foi desenvolvido a partir de um estudo do ponto de vista teórico e 

aplicado sobre a teoria fractal e a sua extensão multifractal. Organizamos os dados coletados a 

fim de formar uma série temporal (veja a figura 4.2) que foi posteriormente analisada sob o 

ponto de vista multifractal.  

 

3.1 Área de Estudo e Dados de Níveis de Rio 

 

 Coletamos dados de vazão e de cheia do rio Amazonas, próximos à cidade de 

Tabatinga (no estado do Amazonas) no site oficial da Agência Nacional de Águas (ANA)1. O 

rio Amazonas nessa região recebe o nome de rio Solimões até Manaus, onde se encontra com 

o rio Negro e, a partir daí, recebe o nome de rio Amazonas2. O município de Tabatinga está 

localizado na região norte do Brasil, interior do estado do Amazonas e que faz parte da 

tríplice fronteira, entre Peru, Brasil e Colômbia. Os dados foram coletados de uma estação 

hidrométrica entre os anos 1982 a 2022. O nome da estação é Tabatinga, onde a mesma drena 

uma área de 874.000 𝑘𝑚2, de latitude -4.2347 e longitude -69.9447. 

 

3.2 Descrição do Método 

 

 Usamos o método MF-DFA, desenvolvido por Kantelhardt et al. (2002) para estudar 

esta série temporal. Basicamente, o método consiste em cinco passos, onde os três primeiros 

passos são os mesmos do DFA convencional (Peng, 1994).  

 Consideramos 𝑥 = {𝑥𝑘} uma série de suporte compacto, de comprimento N, onde 𝑘 =

1, . . . , 𝑁. O suporte é definido como o conjunto dos índices 𝑘 com valores diferentes de zero, 

𝑥 é compacto se 𝑥𝑘 = 0 apenas para uma fração insignificante da série. Onde calculamos os 

momentos integrando a série de dados, em que a ⟨𝑥⟩ é a média da série. Chamamos esta nova 

série 𝑌(𝑖) de série integrada 

 

 Passo 1: Determinando o “perfil“  

𝑌(𝑖) = ∑ [𝑥𝑘 − ⟨𝑥⟩]𝑖
𝑘=1 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑁. 

                                                 
1 Disponível em: www.gov.br/ana/pt-br 

 
2 Disponível em: www.todamateria.com.br/rio-amazonas 
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 Passo 2: Dividindo o perfil 𝑌(𝑖) (série integrada) em 𝑁𝑠=int(𝑁 𝑠⁄ ) segmentos não 

sobrepostos de comprimento 𝑠.  

 

 Passo 3: Como o comprimento 𝑁 da série, muitas vezes, não é um múltiplo da escala 

de tempo 𝑠 considerada e sendo int(𝑁 𝑠⁄ ) um número inteiro, uma pequena parte do 

final do perfil pode sobrar. Para essa parte não ser descartada, repetimos o passo 

partindo do final da série e assim obtemos 2𝑁𝑠 segmentos. A partir disso fazemos um 

ajuste polinomial para cada um dos 2𝑁𝑠 segmentos e calculamos variância, dada pelas 

expressões 

𝐹2(𝑣, 𝑠) ≡
1

𝑠
∑{𝑌[(𝑣 − 1)𝑠 + 𝑖] − 𝑦𝑣(𝑖)}

2

𝑠

𝑖=1

 

para cada segmento 𝑣, 𝑣 = 1, . . . , 𝑁𝑠 e  

𝐹2(𝑣, 𝑠) ≡
1

𝑠
∑{𝑌[𝑁 − (𝑣 − 𝑁𝑠)𝑠 + 𝑖] − 𝑦𝑣(𝑖)}

2

𝑠

𝑖=1

 

para 𝑣 = 𝑁𝑠 + 1, . . . ,2𝑁𝑠. Onde 𝑦𝑣(𝑖) é o polinômio ajustado no segmento 𝑣. No 

procedimento do ajuste a ordem do polinômio usado pode ser linear, quadrático, cúbico ou de 

uma ordem superior 𝑚, classificados respectivamente como 𝐷𝐹𝐴1,𝐷𝐹𝐴2,𝐷𝐹𝐴3, . . . , 𝐷𝐹𝐴𝑚. 

 

 Passo 4: Calculamos a média de todas essas variâncias determinando a q-ésima raiz 

desses resultados usando a expressão 

𝐹𝑞(𝑠) ≡ {
1

2𝑁𝑠
∑[𝐹2(𝑣, 𝑠)]𝑞 2⁄

2𝑁𝑠

𝑣=1

}

1 𝑞⁄

 

chamamos 𝐹𝑞 de função de flutuação de ordem 𝑞, onde 𝑞 pode assumir qualquer valor real. 

Buscamos avaliar como a função de flutuação 𝐹𝑞(𝑠) depende da escala de tempo 𝑠 para 

valores diferentes de 𝑞. Por construção, 𝐹𝑞(𝑠) é definido apenas para 𝑠 ≥ 𝑚 + 2, ou seja, 

𝐹𝑞(𝑠) depende da escolha da ordem 𝑚 do polinômio usado no procedimento de ajuste. 

Podemos observar que ℎ(0) não pode ser definido para séries temporais com suporte fractal, 

onde ℎ(𝑞) diverge para 𝑞 → 0. Para q =0, utilizamos a seguinte expressão 

𝐹0(𝑠) ≡ 𝑒𝑥𝑝 {
1

4𝑁𝑠
∑𝑙𝑛

2𝑁𝑠

𝑣=1

[𝐹2(𝑣, 𝑠)]} ∼ 𝑠ℎ(0) 
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 Passo 5: Determinamos o comportamento de escala da função de flutuação analisando 

o gráfico log–log de 𝐹𝑞(𝑠) versus 𝑠 para cada valor de 𝑞. Dessa forma, deveŕa 

apresentar uma lei de potência do tipo:  

𝐹𝑞(𝑠) ∼ 𝑠ℎ(𝑞)  

Onde o expoente ℎ depende do valor de 𝑞. Esse tipo de comportamento representa a presença 

de multifractalidade na série. No qual, ℎ(𝑞) pode ser chamado de expoente generalizado 

Hurst com 𝐻 = ℎ(2) sendo o expoente de Hurst “clássico”.  

 

 Existem dois tipos de multifractalidade em séries temporais:  

(𝑖)Multifractalidade devido a uma ampla função de densidade de probabilidade para os 

valores da série temporal.  

(𝑖𝑖)Multifractalidade devido a diferentes correlações de longo alcance das pequenas e grandes 

flutuações. 

 Para sabermos o tipo de multifractalidade precisamos observar a série temporal 

embaralhada.  O embaralhamento da série consiste em posicionar os valores da série de forma 

randômica, dessa forma a correlação é destruída.  

 Se for do tipo (𝑖𝑖), então a série embaralhada apresenta ℎ𝑠ℎ𝑢𝑓(𝑞) = 0,5 de 

comportamento aleatório. Se for do tipo (𝑖), então ℎ(𝑞) = ℎ𝑠ℎ𝑢𝑓(𝑞), ou seja, o expoente 

obtido na série original são os mesmos obtidos para a série embaralhada, onde a série não é 

afetada. Entretanto, se ambos os tipos estiverem presentes, a série embaralhada apresenta 

fraca multifractalidade com relação à série original. 

 

 Passo de eliminação da sazonalidade: A sazonalidade é uma característica que está 

embutida na série. Como queremos identificar a correlação para todos os anos da série 

essa sazonalidade, que deve ser anual, pode atrapalhar. Para eliminarmos a 

sazonalidade subtraímos o ciclo anual médio de um dado dia ao longo do ano, dado 

pela equação: 

𝑥𝑛𝑒𝑤 = 𝑥𝑘 − ⟨𝑥⟩𝑑𝑎𝑦 

onde 𝑥𝑘 são os elementos da série original e ⟨𝑥⟩𝑑𝑎𝑦 é a média a daquele dia para todos os 

anos. 

 Para todos os passos realizados no trabalho, utilizamos a linguagem de programação 

Python na construção do algoritmo. 
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4 RESULTADOS E DISCUSSÃO 

 

 Nos dados fornecidos pela ANA, foi necessário fazer um preenchimento, pois havia 

‘buracos’ (dados faltantes) na série. Realizamos dois tipos de ajuste, pois apenas um único 

tipo de ajuste não foi o suficiente para preencher todos os ‘buracos’. Para os ‘buracos’ ∆𝑇 

menor que um mês usamos o ajuste spline, onde este ajuste é capaz de aproximar com dados 

reais. Para ∆𝑇 maior que um mês usamos a média daquele dia durante todos os anos. 

 Incluímos no processo de determinação da multifractalidade da série, o passo de 

eliminação da sazonalidade, onde subtraímos o ciclo anual médio, de um dado dia ao longo do 

ano. Os resultados permaneceram inalterados, pois buscamos apenas eliminar a componente 

de sazonalidade. Observamos que, mesmo aplicando o passo de eliminação da sazonalidade 

presente na série, ela não pode ser eliminada completamente, afetando o valor de ℎ(2), e que 

a escolha do valor inicial da escala 𝑠, influencia na determinação do ℎ(2), usado para mostrar 

a multifractalidade e determinar o tipo de correlação presente na série.  

 Entretanto, conseguimos eliminar a sazonalidade aumentando este valor inicial da 

escala 𝑠. Para isto, fizemos testes observando como 𝑠𝑖 se comporta com relação à ℎ(2), 

percebemos que para 𝑠𝑖 pequeno ℎ(2) é muito grande, caso contrário quando aumentamos 𝑠 

ele se estabiliza em torno de determinado valor. Com isso, fizemos um ajuste usando uma 

função exponencial para sabermos em qual valor 𝑠 estabiliza, podemos observar o 

comportamento de s em relação à ℎ(2) na figura 4.1. 

 

Figura 4.1: Comportamento de 𝑠 em relação à ℎ(2). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: Elaborada pelo próprio autor. 

 Na figura 4.1 buscamos demostrar o comportamento de 𝑠𝑖 em relação à ℎ(2), 

justificando a escolha do valor inicial da escala 𝑠, lembrando que 𝑠 é o tamanho ou 



17 

 

 

quantidade de pontos de cada segmento 𝑁𝑠. Observamos que 𝑠𝑖 estabiliza a partir de 1 ano 

(365 dias) e por isso adotamos esse valor. 

 

Figura 4.2: a) Série original e b) série integrada 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: Elaborada pelo próprio autor. 

  

 Na figura 4.2 podemos observar o comportamento temporal dos níveis do rio 

Amazonas/Solimões incluindo o passo de eliminação da sazonalidade (painel superior) e a 

série integrada (painel inferior) do passo um. Os dados apresentados nesta figura são de 

quatro anos, de 1983 a 1986 em dias. 

Em seguida executamos os passos dois, três, quatro e cinco, como apesentado na seção 

3. Onde 𝑠 foi definido da forma 365 ≤ 𝑠 ≤ 𝑁 4⁄  e 𝑚 = 2. Calculamos também 𝐹𝑞 versus 𝑠, 

para valores de 𝑞 entre -10 a 10, para o caso generalizado do expoente de Hurst ℎ(𝑞). 

 A figura 4.3 mostra o comportamento de 𝐹2 versus 𝑠 em escala log-log. Podemos 

observar a inclinação da reta, obtida a partir do ajuste linear, de forma que a inclinação da reta 

é equivalente ao ℎ (expoente de Hurst) para 𝑞 = 2. Para isso, transformamos a 

proporcionalidade 𝐹𝑞(𝑠) ∼ 𝑠ℎ(𝑞) do passo 5, em uma igualdade 𝐹𝑞(𝑠) = 𝑘𝑠ℎ(𝑞), em seguida 

tiramos o 𝑙𝑜𝑔 da expressão 𝑙𝑜𝑔𝐹𝑞(𝑠) = 𝑙𝑜𝑔𝑘 + ℎ(𝑞)𝑙𝑜𝑔𝑠. 
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Figura 4.3: Série dos níveis do rio em escala log-log de Fq(s)para 𝑞 = 2, em função de s. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: Elaborada pelo próprio autor. 

 

Fazendo o ajuste e usando o método dos mínimos quadrados, obtemos o valor do 

expoente ℎ = 0,7044 ± 0.025, o que indica memória longa, ou seja, guarda memória do 

passado remoto. 

 

Figura 4.4: Expoente generalizado de Hurst ℎ(𝑞) em função de 𝑞, para a série original (azul) com barra de erro e 

para a série embaralhada (vermelho). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: Elaborada pelo próprio autor. 

 

 Na figura 4.4 podemos observar ℎ(𝑞) variando para cada valor de 𝑞, dessa forma, 

mostrando a existência da multifractalidade na série analisada. Também podemos observar a 

série após o embaralhamento. 

 Embaralhamos a série temporal, afim de sabermos o tipo de multifractalidade presente 

na série, além de testarmos o algoritmo. Como cada vez que embaralhávamos a série, 

achávamos determinados valores de ℎ em relação aos valores de 𝑞, sendo os valores de 𝑞 -10 
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a 10. Então, embaralhamos a série 100 vezes e calculamos a média dos ℎ para todos os 

valores de 𝑞. 

 Com isso, obtemos o valor médio de ℎ para todos os valores de 𝑞. Onde a 

multifractalidade é do tipo (𝑖𝑖), com valores de ℎ(𝑞) aproximadamente igual a ℎ𝑠ℎ𝑢𝑓(𝑞) =

0,5, devido as diferentes correlações presentes na série. 
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5 CONSIDERAÇÕES FINAIS 

 

Para este trabalho, utilizamos o método MF-DFA, incluindo o passo de eliminação da 

sazonalidade, para analisarmos os dados diários de níveis do rio Amazonas/Solimões 

coletados na altura (frente) da cidade de Tabatinga (no estado do Amazonas). 

A partir do método conseguimos identificar o comportamento multifractal da série, 

uma vez que o expoente de Hurst generalizado dependia de 𝑞, além de identificarmos o tipo 

de correlação presente na série e o tipo de multifractalidade.  

Segundo Kantelhardt et al (2003), essa caracterização multifractal dos dados de vazão 

de rios pode ser considerada uma espécie de “impressão digital” para cada rio, podendo servir 

para testar modelos de previsão que utilizem esse tipo de dado. Através da realização desta 

análise, esperamos contribuir com futuros trabalhos voltados para o uso da Geometria Fractal, 

entre outros. 

Finalmente, podemos concluir que o rio Amazonas chamado de Solimões quando 

passa na frente da cidade de Tabatinga, pode ser caracterizado a partir da perspectiva fractal, 

através de um espectro multifractal, onde o mesmo apresentou correlação de longo alcance. 

Com isso, podemos dizer que o escoamento apresenta um comportamento de escala no espaço 

e no tempo. 
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