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RESUMO

Neste trabalho apresentamos o matematico e fisico britanico George Gabriel Stokes, assim
como algumas de suas principais contribuicdes para o desenvolvimento do conhecimento
humano, tendo como objetivo demostrar o famoso Teorema de Stokes e suas aplicagcdes na
Matematica e Fisica. Foi feito um estudo bibliografico, tendo como base o livro de Chaveco
(2015), artigos cientificos que abordam sobre o0 assunto e outros livros de célculo. Apresenta-
se algumas defini¢bes essenciais do Calculo Vetorial, para melhor entendimento do teorema.
Sendo assim, foi possivel compreender com este trabalho, uma ampliacdo dos estudos acerca
de campos vetoriais, integrais de linha (curvilineas), integrais de superficies, o trabalho
realizado, conceitos que sdo muito importantes para se chegar na demonstracéo do teorema.
Também concluimos que o Teorema de Stokes é de fundamental importancia, pois possibilita
encontrar resultados significativos e de grande aplicabilidade na Fisica, Mecanica, Quimica,
Engenharia e em outras areas que envolvam o célculo de fluidos.

Palavras-chave: Stokes; Integrais; Teorema de Stokes e aplicacgdes.



RESUMEN

En este trabajo presentamos al matematico y fisico britanico George Gabriel Stokes, asi como
algunas de sus principales contribuciones al desarrollo del conocimiento humano, con el
objetivo de mostrar el famoso teorema de Stokes y sus aplicaciones en Matematicas y Fisica.
Se realiz6 un estudio bibliografico, basado en el libro de Chaveco (2015), articulos cientificos
que abordan el tema y otros libros de célculo. Se presentan algunas definiciones esenciales del
calculo vectorial para una mejor comprension del teorema. Asi, fue posible comprender con
este trabajo, una expansion de estudios sobre campos vectoriales, integrales de linea
(curvilineas), integrales de superficie, el trabajo realizado, conceptos que son muy importantes
para llegar a la demostracion del teorema. También concluimos que el teorema de Stokes es de
fundamental importancia, ya que permite encontrar resultados significativos de gran
aplicabilidad en quimica, mecénica, quimica y engefiaria y en otras areas que involucran el
calculo de fluidos.

Palabras clave: Stokes; Integral; Teorema de Stokes y aplicaciones.
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1 INTRODUCAO

A Histéria da Matematica constitui um dos capitulos mais interessante do
conhecimento. Permitindo-nos compreender as origens das ideias que deram forma a nossa
cultura e observar também os aspectos humanos do seu desenvolvimento; enxergar os homens,
os fatos e os protagonistas que criaram essas ideias, estudar as circunstancias que se
desenvolveram tais conhecimentos. Ao longo do tempo, muitos foram os matematicos que
contribuiram para a aparicdo do Calculo, cabe citar: Isacc Newton, Leonhard Euler, Gorge
Green e entre outros. Desta forma, podemos destacar Stokes e suas importantes contribuicdes,
suas linhas de estudos e o teorema de Stokes, assim intitulado.

O Teorema de Stokes, tem seu nome em homenagem ao matematico e fisico britanico
Sir George Stokes (1819 — 1903), ele pode ser visto como uma extensdo do Teorema de Green.
Por sua vez, o Teorema de Green, relaciona uma integral dupla sobre uma regiéo no plano, com
uma integral de linha em torno de sua curva limite plana, j& o Teorema de Stokes, relaciona
uma integral de superficie com uma integral em torno da curva de determinada fronteira, ou
seja, em uma curva no espaco.

Neste trabalho apresentaremos de forma didatica a demonstracdo do Teorema de Stokes,
um dentre os mais importantes teoremas dentro do Célculo Vetorial. Esse teorema se aplica na
Mecénica, Quimica e Engenharia. O mesmo, sempre anda ao lado dos seus inseparaveis
companheiros, o Teorema de Green e o Teorema da Divergéncia de Gauss. De acordo com
Thomas (2009): “O teorema de Stokes generaliza a forma tangencial do teorema de Green de
uma regido no R? para uma superficie no R3, da mesma forma que o teorema de Gauss,
generaliza a forma normal do teorema de Green”. O teorema possibilita encontrar resultados
significativos e de grande aplicabilidade na Fisica, Mecanica, Quimica, Engenharia e em outras
areas que envolvam o célculo de fluidos.

Este trabalho subdivide-se em se¢des. Na secdo 1, temos a parte introdutdria. Na secao
2, enfatizamos a historia e a vida de Stokes, tornando este conhecido e mostrando suas
contribuigdes. Na secdo 3, estdo as nogOes preliminares que envolve os conceitos de campo
vetorial (estes sdo as funcdes que associam vetores a pontos no espaco), integrais de linha (que
podem ser usadas para encontrar o trabalho realizado por um campo de forca para mover um
objeto ao longo de uma curva), o trabalho realizado e integrais de superficies (que podem ser
usadas para encontrar a taxa de fluidos através de uma superficie). E para concluir, na secéo 4,
apresentaremos a demonstracdo do Teorema de Stokes na versédo do Calculo Vetorial, e algumas
de suas aplicacfes na Matematica e Fisica.
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2 FATOS HISTORICOS

Nesta secdo falaremos um pouco sobre a parte historica da vida de Stokes, sobretudo,
enfatizando as suas importantes contribuicdes para o desenvolvimento do conhecimento
humano. Os seus estudos e pesquisas nos ajudaram a entender sobre temas relacionados a
dindmica dos fluidos, ondulatoria e dentre outros assuntos com énfase nesta area. Até hoje esse

génio é lembrado e respeitado pelos seus significativos feitos na Matematica e Fisica.

2.1 Histéria e Vida de Stokes

Figura 1 - George Gabriel Stokes (1819-1903)

Fonte: (RIBEIRO,2014)

George Gabriel Stokes (1819-1903) foi um grande matematico e fisico britanico.
Nasceu no dia 13 de agosto de 1819 na cidade de Skreen, Sligo, Irlanda. E faleceu na Inglaterra,
na cidade de Cambridge, no dia 1° de fevereiro de 1903.

Era filho de Gabriel Stokes, reverendo da paroquia de Skreen, County Sligo (condado
de Sligo, Irlanda) e reitor da Skreen. Sua mae Elizabeth Haughton, era filha de outro reverendo.
Stokes nasceu e cresceu em uma familia de origem protestante, recebendo uma educacéo
fortemente influenciada pela religido, era o filho mais novo de seis irmé&os, trés dos mais velhos
se tonaram padres.

Antes de ir para uma escola, Stokes foi ensinado por um escrivdo da paroquia de seu
pai, e estudava também com o seu pai. Gabriel Stokes, em particular, estudou na Faculdade de

Trinity Dublin, possibilitando oferecer conhecimentos, além do religioso, ou seja, pode ensinar
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para os seus filhos a gramética latina. Desta forma, Gabriel, pdde dar as crian¢as uma introducdo
mais larga a educacao.

No ano de 1832, com 13 anos de idade, Stokes partiu de Skreen, onde comecou a estudar
na escola Rev. R H Wall’s, em Dublin. Se destacava nos estudos escolares habituais, e também
pela solucdo de problemas geométricos, o que chamava a aten¢ao dos mestres matematicos. Ele
estudou durante trés anos nessa escola, onde passou a morar com o seu tio Jhon Stokes. Durante
esses anos que estava em Dublin, o seu pai faleceu, causando no garoto um amadurecimento
precoce.

Em 1835, com 16 anos de idade, George Stokes se mudou para a Inglaterra e entrou
para a Faculdade de Bristol, claramente o talento de Stokes nos seus estudos foi notado, fazendo
com que ele ganhasse um prémio. Pessoas importantes fizeram parte de sua historia; o Reitor
da Faculdade de Bristol, Dr. Jerrad, sempre o0 notava, e acreditava no sucesso do rapaz. Esteve
em Bristol, durante 2 anos, 0 que 0 ajudou a se preparar para 0s seus estudos em Cambridge,
pois ele tinha um grande desejo de entrar na Faculdade de Pembroke, em Cambridge. Esse
desejo se realizou em 1837 quando ele entrou na Faculdade de sua preferéncia. Dois anos depois
de ter entrado no Pembroke College, Cambridge, o gosto pela matematica comecou, cada vez
mais, a se desenvolver com o apoio tutorial de William Hopkins (1793-1866), que teve um
papel tdo importante quanto a de um conferencista.

Passados quatro anos em Pembroke, no ano de 1841, Stokes concluiu sua graduagéo
como Sefiior Wrangler (O Primeiro da Classe). Imediatamente a Faculdade lhe concedeu uma
Bolsa de Estudos. Depois de formado, ele publicou trabalhos que o tornaram reconhecido como
um grande matematico. Chaveco (2015), nos diz “em 1849, foi nomeado Professor Lucasiano
de Matematica da Universidade de Cambridge, e teve contribuicGes extraordinarias para a
dinamica de fluidos (Navier-Stokes), a Optica e o (Teorema de Stokes).” (CHAVECO, 2015,
p.190).

Inicialmente, aconselhado por William Hopkins, Stokes comecou a investir na pesquisa
hidrodinamica, e foi nesta area que ele comecou a trabalhar. N&o foi apenas pelo conselho de
Hopkins que ele entrou neste campo de estudo, mas se sentiu inspirado pelo recente trabalho de
George Green, nessa mesma area. Stokes publicou documentos sobre 0 movimento de fluidos
incompreensiveis nos anos de 1842 e 1843. Completada a sua pesquisa, Stokes descobriu que
Duhamel, tinha obtido resultados muito semelhantes aos seus, desde quando trabalhava com a
distribuicdo de calor nos sélidos. Para justificar sua publicacdo, Stokes concluiu que os

resultados foram obtidos em situagdes completamente diferentes.
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Entre 1845 e 1850, Stokes trabalhou na teoria dos fluidos viscosos. Em 1851, ele
deduziu uma equacdo, (Teorema de Stokes), que poderia ser aplicada ao movimento de uma
pequena esfera ao cair dentro de um meio viscoso, assim obtendo a velocidade sob a influéncia
de certa forca dada, no caso a gravidade. Tal equacéo podia ser utilizada para explicar a maneira
pela qual as nuvens flutuam no ar e como as ondas se desfaziam em &gua. Podia se usar em
problemas de ordem prética que envolvessem a resisténcia da agua aos navios que se movessem
nela. Dito isso, podemos perceber uma interconexédo de tal ordem, pois depois de 60 anos de
enunciada a Lei de Stokes, foi empregada para um objetivo que ndo imaginavamos estabelecer
a carga elétrica de um Unico elétron na experiéncia de Milikan.

Em 1849, Stokes publicou um estudo sobre a variacdo da gravidade na superficie da
Terra. Ainda em 1851, Stokes continuava publicando seus artigos e estudos, ele foi eleito para
a Royal Society, sendo premiado pela sociedade com a medalha Rumford em 1852, algo que
fez ele ser apontado para ser secretario da sociedade em 1854. Até entdo, apenas Sir Isaac
Newton havia assumido esses trés cargos.

Em 1852, Gabriel Stokes, explicou como ocorre o fendmeno fluorescéncia. Ele
investigou esse fendmeno e usando-o no estudo da radiacgdo ultravioleta, por exemplo, o quartzo
ao contrario do vidro comum, é transparente a radiacéo ultravioleta. Em outras palavras, certos
minerais emitem luz visivel, quando expostos a luz ultravioleta. Atualmente, este efeito é a base
do sistema de iluminacéo fluorescente.

Em 1857, Stokes conheceu Mary Susannah Robinson, e se casaram. Ela era filha do
ministro Thomas Romney Robinson (1792-1882), que além de ministro, tinha outros titulos:
astrénomo, fisico e diretor do Observatério Astrondmico de Armagh, Irlanda do Norte.

No ano de 1885, Stokes ganhou por votagéo e se tornou presidente da Royal Society,
onde presidiu por cinco anos.

Muitas foram as contribuicdes de Gabriel Stokes, na matematica e na fisica. Sobre isso,
Chaveco (2015), nos diz:

O Matematico e Fisico fez contribui¢cdes na Dinamica dos Fluidos; teoria ondulatoria
da luz; alteragdo de comprimento de onda da luz, descrito o fenbmeno da
fluorescéncia, observada o espatoflior e vidro de urénio, materiais que tinha a
caracteristica de converter; composicdo e resolucdo de fluxos de luz polarizada;
reflexdo metélica; a birrefringéncia; a cristal da Islandia longarina; aspecto de
absorcdo de sangue; corpos organicos e dentre outros (CHAVECO, 2015, p.190).
Os trabalhos matematicos e fisicos de Stokes foram publicados em cinco volumes. Os

primeiros trés, Stokes editou em 1880, 1883 e 1891. Os dois ultimos, sob a orientagéo do fisico
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e matematico Joseph Larmor (1857 — 1942). Stokes escreveu as obras “Sobre a Luz” (1887) e
“Teologia Natural” (1981).

Em 1886, foi presidente do Instituto Victoria (uma sociedade filoséfica, que buscava
defender as verdades biblicas, contra a ciéncia).

Em 1902, foi eleito Mestre de Pembroke College.

George Gabriel Stokes faleceu no dia 1° de fevereiro de 1903, deixando um legado
excepcional de linhas de estudo, sobretudo varios temas para o enriquecimento da Matematica
e Fisica, dentre muitos, destaco as Integrais de Linha e Integrais de Superficie, os seus estudos
sobre o comportamento de fluidos viscosos, em particular pela sua lei da viscosidade, que
descreve o movimento de uma esfera slida num fluido, e pelo teorema de Stokes, um teorema
basilar na analise vetorial.

Contudo, sabemos da grande colaboracdo desse matematico ao longo da historia. Com
sua peculiaridade, contribuiu com n formas para o desenvolvimento da humanidade nas mais
variadas areas do conhecimento, matematica, fisica, quimica, e entre outras.

Em homenagem a Stokes, atribuiu-se o0 seu nome a unidade de viscosidade dindmica do

sistema CGS (centimetro-grama-segundo), em 1928.
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3 FUNDAMENTAGCAO TEORICA

Nesta secdo, busca-se apresentar os conceitos basicos sobre o Céalculo Vetorial para,

desta forma, demonstrar o Teorema de Stokes.

3.1 Campo Vetorial

A seguir apresentaremos a defini¢cdo de campo vetorial, que sera Util para as aplicacfes
do teorema neste trabalho. Esses campos sdo muitos utilizados com grandezas fisicas.

Um campo vetorial sempre associa um vetor com um ponto no espaco, seja ele no R?
ou no R3.

Em geral, um campo vetorial é uma funcdo cujo dominio € um conjunto de pontos de
R? ou R3 e cuja imagem é um conjunto de vetores no R?ou R3.

Definicdo 1. Stwart (2013) Seja D um conjunto em R? (regido plana). Um campo
vetorial em R? é uma funcdo F que associa cada ponto (x,y) em D a um vetor
bidimensional F(x, y).

Uma vez que F(x,y) € um vetor bidimensional, podemos escrevé-lo em termos de suas
funcBGes componentes P e Q da seguinte forma:

F(x,y) = P(x,y)i+ Q(x,y)j = (P(x,¥),Q(x,¥)),
ou de forma mais compacta, F = Pi + Qj. Cabe destacar que i e j sdo 0s vetores unitarios do
vetor F. Em um sistema de coordenadas cartesianas, € um unitario na direcdo do eixo Ox e j
€ um unitario na direcdo Oy.

Se cada ponto A de uma regido esta associado exatamente a um vetor que tem A como
ponto inicial, entdo a colecdo de todos esses vetores constitui um campo vetorial; aqui se supbe
gue os vetores sejam independentes do tempo, tais campos vetoriais sdo chamados de
estacionarios.

Considere-se um campo vetorial no R3 e denote-se pela funcdo F(x,y,z) o vetor
associado ao ponto A(x, y, z), assim pode-se escrever:

F(x,y,2) = P(x,y,2)i + Q(x,y,2)j + R(x,y, 2)k.
Novamente no sistema de coordenadas cartesianas, £ € um unitario na direcdo do eixo Ox , j é
um unitério na direcdo Oy e k é um unitério na diregéo Oz.

Este é um campo vetorial em trés dimensdes.
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Figura 2 - Grafico de um campo vetorial.m

z

_—F

A

X

Fonte: (CHAVECO, 2015)
Definicdo 2. Stwart (2013) Um campo vetorial em trés dimensGes é uma funcéo

F(x,y,z) cujodominioé D ¢ R3 e cujo contradominio é um subconjunto de R3. Se (x,y, z) €
D, entdo,

F(x,y,2z) = P(x,y,2)i + Q(x,y,2)j + R(x,y, 2)k,
onde P, Q e R sdo funcgdes escalares.

Exemplo 01. Represente geometricamente o campo vetorial F dado por F(x, y)=J=

(0,1).
Solucéo:
Figura 3 - Grafico de um campo vetorial no R,
y
13"(—2.1)
F,
2,11 1 /F"(o. 0) 1 )
E x. »)
1 1: T ~
F (-1 -1)1 .
“““ F,-2
il

Fonte: (GUIDORIZZI, 2013)

Trata-se de um campo vetorial constante que associa cada ponto (x,y) de R?, ao vetor ] =

(0,1) , aplicado em (x, y).

3.2 Integrais de Linha

As integrais de linhas sdo integrais em superficies planas de uma determinada curva em
um campo vetorial; como exemplos temos: 0 campo magnético ou campo elétrico. Supondo
que tenhamos um vetor forga ndo constante e que ndo seja dado ao longo de uma reta e sim de
uma curva. Para encontrar uma resposta para problemas como estes foram criadas as integrais

de linha.
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A integral de linha pode ser vista como uma forma de generalizar a integral definida de

uma variavel,

;[ f(x)dx.

aqui se tem um intervalo de reta [a, b], mas nesse caso serd substituido por um segmento de
curva C, e o integrando por um campo escalar ou vetorial definido sobre uma curva. Este tipo

de integral denomina-se integral de linha ou integral curvilinea:

Cf f(x,y)ds.

Seja € uma curva plana dada pelas equagdes paramétricas x = x(t),y = y(t),a <t <
b ou 0 que é equivalente, pela equacdo vetorial r(t) = x(t)I + y(t)j, e se admite que C é uma
curva lisa. Divide-se o intervalo [a, b] em n subintervalos [t;_4,t;] e faz-se x; = x(t;) e y; =
y(t;), entdo os pontos correspondentes P;(x;, y;) dividem C em sub-arcos de comprimento
Asq, As,, ..., As,, que em particular podem ser de igual comprimento. Escolhe-se um ponto

qualquer P;(x;, y;) no i-ésimo sub-arco, calcula-se f no ponto P;"(x;, y;), e forma-se a soma:

n
> @i yDAs:
i=1

0 que é semelhante a soma de Riemann para uma fungdo de uma variavel real. Se f € definida

sobre uma curva lisa dada pelas equacfes antes indicadas, entdo a integral de linha sobre C &,
n
[ reyids = 1im > s yas,
C i=1

No caso em que existir o limite. Se o limite ndo existir, ndo pode definir a integral de

linha para a funcéo.
Figura 4 - Particdo da Curva C integral de linha.

/]

a b o
Fonte: (CHAVECO,2015)

O comprimento de arco da integral de linha pode ser calculado pela formula:
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b
Cf f(x,y)ds = f F(x(O,y®) j (%)2 ; (%)2 dt

Se f(x,y) = 0, entdo a integral, fcf(x, y)ds , representa a area de um lado da cerca ou

cortina cuja base é C e cuja alturaem (x,y) é f(x,y).
3.3 Trabalho Realizado

Suponha-se que F = Pi + Qj + Rk é um campo vetorial de forca continua em R3, e
deseja-se calcular o trabalho exercido por essa forca movimentando uma particula ao longo de
uma curva C, para isso, se divide C em sub-arcos P;_,; P; com comprimento As; e escolhe-se
P (x;,y{,z;) o movimento da particula desde P;_, até P; na curva se processa na direcéo T'(t;),
versor tangente a curva em P;(x;,y;, z;), entdo o trabalho para movimnetar a particula desde
P;_, para P; é aproximadamente

[Fi(xi,yi, 2i) - T(t)]As;
E o trabalho total para movimentar a particula ao longo de C é aproximadamente a

seguinte soma,

n

D IFi (60, yi,20) - T(ED sy

i=1
Portanto, se define o trabalho feito por um campo de forca F como o limite da
Soma de Rieman, ou seja:

W=jF(x,y,z)-T(x,y,z)ds=JF-Tds
C C

Assim, define-se a integral de linha de F ao longo de C como:

fp-drz fF(r(t)-r‘(t)dtsz-Tds

c C c
Ou seja,

fF-drszdx+Qdy+Rdz
C C

Onde F = Pi + Qj + Rk.
Se D c R? e se o contradominio € um subconjunto de V,, entdo F é um campo vetorial
em duas dimensOes, dado por: F(x,y) = P(x,y)I+ Q(x,y)j, onde P e Q sdo funcdes

escalares.
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Nesse caso a integral de linha tem a forma,

fF-drszdx+Qdy
C c

essa integral representa o trabalho realizado pelo campo F, e assim,

szF-ds.
c

3.4 Integrais de Superficies

Considere o0 caso em que se tenha uma superficie S representada explicitamente pela
equagdo z = f(x,y) e seja R,, a projecdo de S sobre o plano xy, como se mostra no grafico:

Figura 6 - Grafico da superficie.

N =

Rxy

Fonte: (CHAVECO, 2015)

De forma semelhante podem-se expressar 0s casos de formaem que y = h(x,z) ou x =
k(y, z), projetando-se sobre os planos xy e yz respectivamente.

Denotar-se-d0 por AS; e AT, porcOes de areas da superficie S e do plano tangente no
ponto By (xx, Yk, k), respectivamente, que se projetam sobre o retangulo R, contido em R,,,.

Sejam D ¢ R3 e S ¢ D uma superficie limitada. Seja g uma superficie definida em D
e limitada em S, obtém-se os elementos de area ASy, k = 1,2, ..., m; elegendo em cada particédo
um ponto arbitrario By (xy, Yk, Zx), avaliando g em By (xk, Yk, z) para cada K e formando a

soma,

m
Z 9 Xk, Vi, Z ) AS .
im1

E tomando agora o limite quando A — 0, onde 2 = max(ASy) este limite, se existir,

define-se como a integral da funcdo g sobre S, e denota-se por:
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m
f f g(x,y,z)ds = lliggz 9 (X Yio Zik)AS .
S i=1

Para lograr um procedimento de célculo da integral superficie com integrando escalar é
preciso expressar o ds de uma forma mais adequada, para isso, considere-se que f(x,y) =0,
e que D (dominio de f ) € um retangulo. Dividindo D em sub-retangulos R;; com area AA =
AxAy. Sejam (x;,y;) o vertice de R;; mais proximo da origem, e P;; (x;, yj, f (x;,¥;) 0 ponto
de S correspondente a (x;, y;). O plano tangente a S em P;; € uma aproximagao de S perto de
P;;. Assim, a area AT;; da parte do plano € a aproximagdo a area AS;; da parte de S. Entdo a
soma, ), Y, AT;; € uma aproximagcao da area total S, e chega-se a definigdo da area da superficie

S como:

Figura 7 - Grafico da superficie para a Soma de Riemann.

N =
iy

P 2T,

i

Fonte: (CHAVECO, 2015)

Sejam os vetores a e b de origem em P;; e que correspondem aos lados do paralelogramo
com area AT;; . Entdo AT;; = |a X b| ; onde as retas tangentes a S em P;; no plano xy séo tais
que Az = f,Ax e no plano yz séo tais que Az = f,,Ay onde f, e f, sdo as inclinagGes das retas,
pela definicdo de um vetor por suas componentes, pode-se indicar,

a = Axi + Azk
b = Ayj + Azk

Assim, tém-se que,

a = Axi + f,Axk,
b = Axi + f,Ayk.
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—~

i j k
axb=|Ax 0 fuAx|=—f,AxAyi— f,AxAyj + AxAyk = [—f,i — f,j + k|AA.
0 Ay fyAy

Conclui-se que,

ATy = lax b| = \/f,% 24144

Fazendo uso de AT;;, a integral de superficie com integrando escalar pode ser calculada
por meio de uma integral dupla do seguinte jeito.

Defini¢do: Se S é uma superficie dada explicitamente pela equacéo z = f(x,y), onde
(x,y) esta na regido R,, do plano xy , entdo ds ,que representa o diferencial de superficie, se

define mediante a expressao:

s - j(gf N j(g)z -

Assim, a integral de superficies pode ser calculada pela formula:

[ suy.2as = [ g rex9) [Focor? + £y + 1dxdy,
s Ryy

De forma semelhante, se a equacdo de S esta dada de forma explicita pela equagdo y =

h(x, z), entdo, a integral de superficie pode ser calculada pela formula:

ff g(x,y,z)ds = ff g(x, h(x,2), 2)\ h,(x,2)? + h,(x,2)? + 1dxdz.

Ry,

No caso em que x = k(y, z), entdo, a integral de superficie pode ser calculada pela

férmula;

jsf gx,y,z)ds = Rjyjz g(k(y,z),y,z)\/ky(y,z)z + k,(y,2)? + 1dydz.
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4 O TEOREMA DE STOKES E AS SUAS APLICACOES NA MATEMATICA E
FISICA

Nesta secdo iremos demonstrar um dos teoremas de fundamental importéncia para a
Matematica e outras areas do conhecimento humano que € o Teorema de Stokes. O Teorema
de Stokes pode ser visto como uma versao em dimensdo maior do Teorema de Green, ou seja,
0 Teorema de Green relaciona uma integral dupla sobre uma regido no plano, com uma integral
de linha em torno de sua curva limite. O Teorema de Stokes relaciona uma integral de superficie
sobre uma superficie S com uma integral em torno da curva da fronteira S (que € uma curva no

espaco).
4.1 Teorema de Stokes

O teorema de Green na forma vetorial pode ser formulado do seguinte jeito:
3€F-Tds= ﬁ(VxF)-KdA
C R

Onde C ¢ a fronteira de R. Esse resultado pode ser estendido a uma curva fechada € em
trés dimensdes que seja a fronteira de S.
Teorema de Stokes: A integral curvilinea do componente tangencial de F tomada uma

vez ao longo de € na direcédo positiva € igual a integral de superficie do componente normal de

rot F = (V X F) sobre S.
ng-Tds=ff(V><F)-nds
c S

9

. S 9
Onde n é o vetor unitarionormala S,eo V = > —

ay

. N
1+ J + Z k.

Demonstracdo: Considera-se que S esta dada pela equacdo z = f(x,y) e que a
projecdo de S sobre o plano xy é a regido R, limitada pela curva L orientada de acordo a curva

C.

Figura 4 - Gréfico da superficie considerada no Teorema de Stokes.

z

C

Fonte: (CHAVECO, 2015)

Sy
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Nesse caso o produto escalar tem a seguinte forma,

dR 4Q OR 0P aQ ar
@x P n = (55 57) @~ (G~ 55) 0w+ (57— 5) o)
Considere-se inicialmente a integral,
ff [V x (Pi)] - nds
5 b 4
. 0 o0 0 oP 0P .
VXx(P)=|— — —|=—j——k
dx 0dy 0z aZ] dy
P 0 O
De modo que:
V x (Pi) -nd —@P 9P @d
l)-nas = azn J ayn S

Comoaequagdode S é z = f(x,y), entdo o vetor de posi¢do correspondente a qualquer
ponto de S é: r = xi + yj + f(x, y)k.
Assim o vetor,
ar 0z .
ay I tay"
é tangente a superficie de S em qualquer um de seus pontos, e, portanto, perpendicular ao vetor

normal n em cada um de seus pontos, de modo que:

. . 0z
n-—=n- ]+—k>=n-]+—n-k=0

dy dy dy
J& que o produto escalar do membro esquerdo é zero. Logo se tem:

ar ( 9z .

Assim chega-se a,
V x (Pi) -nds = —(a—Pgn E+a—Pn k>d
dz dy ady
Essa expressdo pode-se também escrever como:
V x (Pi) -nds = —(a—Pg+a—P)n-/lEds
dzdy dy
Agora sobre S, tem-se que,

P(x,y,2) = P(x,y,f(x,y)) = f(x,)
Vé se que P é uma funcdo composta, aplicando a regra da cadeia, tem-se que,

0Pz 0P _OF
dzdy a9y ady
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Entdo, se chega a,

V x (Pi) - nds = oF kd
l) -nds = ayn S

E como que |n . E|ds = dxdy, e devido os vetores n e k formarem um angulo agudo,

tem-se que n - k > 0 e entdo resulta, n - kds = dxdy.

ff[v x (PD)] -nds = ﬂg—idxdy.
s R

Onde R € a projecdo de S sobre o plano xy. Pelo Teorema de Green, resulta que,

[ -5 axdy = § ra
ayxy— X.
R L

Onde L é a fronteira de R.

Entao,

Como para cada ponto (x, y) de L o valor de F(x,y) coicinde com o valor de P(x,y, z)
para cada ponto de (x,y,z) de C e 0 dx é 0 mesmo, entao,

j;Fdx = dex.

L C
Logo:

{f [VX (Pi)]-nds = dex.

Quando a superficie S é representada pela equagdo explicita y = h(x,y), levando a

cabo um processo semelhante conclui-se que,
[ v x @p1-nds = § ay.
S c

Considerando que a superficie S pode ser representada mediante a equacdo x = h(y, z),
aplicando um procedimento analogo ao feito antes, e projetando S sobre o plano yz, chega-se

ﬂ [V x (Rk)]| - nds = ngdz.

Se admitirmos que S pode representar-se em qualquer das trés formas z = f(x,y),y =
h(x,z) ou x = h(y, z) e somando, membro a membro as expressdes anteriores chega-se por
fim ao resultado do teorema,

ﬂ[VxF]-nds=j€de+Qdy+Rdz=¢F-ds=fF-Tds.
S C c C
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Assim estd demonstrado o Teorema de Stokes. Agora cabe fazer algumas aplicagoes
deste teorema.

Observagdes: O teorema de Stokes afirma que se F € um campo de forgas, entdo o
trabalho realizado por F ao longo de C ¢ igual ao fluxo de (V x F) sobre S.

A expressao 956 F - Tds indica que a integral é calculada sobre uma curva fechada.

Gostaria de apresentar uma extensdo do mesmo, apenas para complementar o
entendimento do Teorema de Stokes, sem demonstracéo.

Teoremal.SejaF(x,y,z) = P(x,y,z)I+ Q(x,y,z)] + R(x,y, 2)k tal que P, Q, R tem
derivadas parciais de segunda ordem continuas, se as superficies S;,S, tem uma curva de

intercessdo e nenhum outro ponto comum, entao:

Sflf(VxF)-nlds=J;I-(VXF)-nzds.

4.2 AplicacBes do Teorema de Stokes na Matematica e Fisica

Agora iremos mostrar algumas aplicacdes do Teorema de Stokes na area da Fisica.
Aplicacdo 01 - O campo dado por F(x,y,z) = zi + xj + yk representa um circulo
centrado na origem sabendo que este circulo tem raio 2. Calcule o trabalho realizado por uma

particula que se move no sentido anti-horario deste determinado campo.

Solucdo: Para acharmos o trabalho realizado pela particula devemos resolver a integral

de linha gﬁc zdx + xdy + ydz , para isso iremos utilizar o Teorema de Stokes. Como ilustrado

na Figura 4, temos que o vetor normal é dado por 7 = (1,0, 0). Com isso precisamos calcular

0 rotacional.

Figura 4 - Particdo da Curva C integral de linha.
Fa

X
Fonte: (JUNIOR, 2020)
Calculando o rotacional, temos

(AXF)=1i+j+2.
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Como

frear=ffxp-ns

temos:

W=2§F-dr=ffs(l,l,l)-(l,0,0)dS=fdeS.

Com isso temos que o trabalho € a integral dupla da prépria funcéo, ou seja, o trabalho
vai ser igual a integral da area do circulo. Como a &rea de um circulo é dada por:
A=1r%m.
Temos,
W =22 m=4nJ*

Aplicacdo 02 - (LEITHOLD, Louis. O Calculo com geometria analitica.pg. 1126.):
Utilizando o Teorema de Stokes, calcule o trabalho realizado pelo campo vetorial de forgas
dado por F= (z —y,—x — z,—x — y). Isto quando uma particula se move sob influéncia desse
campo ao longo da curva de interseccdo de superficies: x2 + y? + z?2 = 4 tendo z =y,

orientada no sentido positivo quando vista de cima.

Solucéo: Primeiro iremos calcular o rotacional do campo, com isso temos
0F; O0F, 0F; O0F; 0F, O0F,
dy 09z 9z adx ax adyl

(AXF) =

Fazendo cada derivada parcial acima, obtemos os seguintes valores,
0F3 dF, (7] 2 d0F; JF, dF,

-1—=-1 — = —_— 11 ——=—1—=-1

dy 0z "9z T ox " dx " dy
Agora, substituindo estes valores na expressdo acima, temos,
AxF)=[-1-(-1),1-(-1),-D)-(-D]=[-1+1,1+1,-1+1] =0,2,0].
Por conseguinte, iremos interpretar a curva C e encontramos o vetor normal, que € dada
por
{xz +y*+z2=4
z=Yy
N=(0,-1,1).

* A unidade no Sistema Internacional de Unidades (SI) de trabalho é o joule (abreviada pela letra J e pronunciada
como ‘jaule’, nome dado em homenagem ao fisico inglés do século XIX James Prescott Joule). A unidade de
trabalho joule é equivalente a um newton - metro (N - m): 1 joule = (1 newton)(1metro)ouljJ =1N-m.
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Agora colocamos todos os valores que encontramos na formula do Teorema de Stokes.
ﬂ(A X F)-Nds = ff(o, 2,0)-(0,—1,0)dxdy = ff —2dxdy.
S S S

Note que como temos uma constante dentro da integral de superficie, podemos colocar
essa constante para fora da integral, com isso temos:

ﬂ. —2dxdy = -2 - (Area)
s

Agora iremos encontrar a area, fazendo

x> +y*+z°=4comoz=y

x% +2y% =4,
Como se pode perceber, temos a equacdo da elipse, e com isso podemos encontrar a
area fazendo:
2 2
x- Yy
—+==1
4 2

Com isso temos que os valores de a e b da elipse, séo respectivamente:
a=2
{b =2,
Como a area de uma elipse e dada pela férmula:
Area=m-a-b.

Temos que a area é,

A=2m/2.
Pela equacéo
W = jF - ds,
c

o trabalho é:

W =—-4mV/2]J.
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5 CONCLUSAO

O Teorema de Stokes € de fundamental importancia na matematica, como dito
anteriormente, esse teorema possibilita encontrar resultados significativos e de grande
aplicabilidade na Fisica, Engenharia, Mecéanica e em outras areas que envolvam o calculo de
fluidos. O presente estudo possibilitou uma ampliacdo e extensdo dos estudos acerca de campos
vetoriais, integrais de linha (curvilineas), integrais de superficies, o trabalho realizado,
conceitos que sdo muito importantes para se chegar na demonstracdo do Teorema de Stokes.
Acredito que a revisdo bibliogréafica apresentada neste trabalho, serve de ferramenta para
melhor entendimento, e para a constru¢do do conhecimento cientifico, assim como despertar
curiosidades outrora ndo visto em uma sala de aula. Abrindo um leque para novas pesquisas

com este mesmo tema sob uma perspectiva diferenciada.
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