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RESUMO

O presente Trabalho de Conclusao de Curso (TCC) tem como objetivo explorar
algumas aplicacdes de Equagdes Diferenciais Parciais (EDPs) na érea da fisica, com
foco especial no método de separagdao de varidveis e na utilizagdo dos harmonicos
esféricos e cilindricos como ferramentas fundamentais nessa abordagem. Além disso,
buscaremos justificar o estudo desses métodos, considerando sua relevancia na
modelagem de Sistemas Eletronicos Quase-Unidimensionais (SEQ1D) — com foque

particular no pontos-quanticos.
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ABSTRACT

This paper enphasizes on possible applications of Partidal Differential
Equations (PDEs) in physics, whith focus on mathematical techiniques as methods of
separation of variables as well as the use of spherical and cylindrical harmonics as
fundamentais tools over those approaches. In addition, we will justify the study of
these methods, considering their relevance in modeling such exquisite and complex

systems.
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Frobenius Method.



INTRODUCAO

Nos ultimos anos, as equagdes diferenciais parciais t€ém desempenhado um
papel fundamental em diversas areas da ciéncia e engenharia, oferecendo ferramentas
poderosas para descrever fendmenos complexos e intrincados. Em particular, a
abordagem de separacdo de varidveis em equacdes diferenciais parciais tem se
mostrado uma técnica valiosa para resolver problemas com geometrias simétricas e
em sistemas fisicos com comportamentos harmonicos. Neste Trabalho de Conclusao
de Curso (TCC), exploraremos a aplicacdo dessa técnica em conjungdo com
harmonicos esféricos e cilindricos, buscando compreender suas implicagdes e
utilidades em problemas reais.

A motivagdo para este estudo € a crescente importancia da modelagem de
pontos quanticos, que sdo nanoestruturas com propriedades eletronicas e Opticas
unicas. Os pontos quanticos tém demonstrado grande potencial em diversas aplicagdes,
como em dispositivos fotdnicos, células solares, diagnostico médico e aplicacdes
biomédicas. Entender a dinamica dos elétrons nesses sistemas ¢ crucial para otimizar
o desempenho e desenvolver novas tecnologias inovadoras.

Para abordar as equagdes diferenciais parciais, estudaremos a técnica de
separagdo de variaveis, uma abordagem cléssica e eficaz para resolver uma ampla
gama de problemas fisicos. A ideia central dessa técnica ¢ decompor a solugdo da
equagdo em um produto de funcdes de uma unica variavel, permitindo a resolucao
independente de cada uma delas. (1]

Além disso, investigaremos os harmonicos esféricos e cilindricos, que
desempenham um papel crucial em sistemas com simetria esférica e cilindrica,
respectivamente. Essas funcdes sdo fundamentais para representar solucdes em
coordenadas esféricas e cilindricas e s3o de suma importincia na descri¢ao de muitos
fendmenos naturais.

O objetivo principal deste trabalho ¢ fornecer uma compreensdo aprofundada
das técnicas de resolugcdo de equagdes diferenciais parciais com a abordagem de
separacao de variaveis, associadas ao estudo dos harmodnicos esféricos e cilindricos, e
demonstrar como essas ferramentas podem ser aplicadas na modelagem precisa de

pontos quanticos.



Ao avangarmos em nossa investigacao, esperamos contribuir para a ampliacao
do conhecimento académico nessa area, fornecendo insights importantes para
cientistas, engenheiros e pesquisadores que buscam compreender e solucionar
problemas complexos em diversos campos. [¢]

Portanto, este TCC se destina a analisar as equagdes diferenciais parciais com
enfoque na técnica de separagdo de varidveis, discutindo detalhadamente os
harmonicos esféricos e cilindricos e sua aplicagdo na modelagem de pontos quanticos.
Com isso, esperamos contribuir para o avango da ciéncia e tecnologia, impulsionando

o desenvolvimento de novas solugdes e inovagdes na area de nanotecnologia e

materiais avancgados.

1. EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS

equagoes diferenciais parciais (EDPs) sao equagdes que envolvem derivadas
parciais de funcdes de varias varidveis. Elas sdo usadas para descrever fendmenos em
varias areas da matematica, fisica, engenharia e outras disciplinas cientificas. Uma
EDP pode ser classificada de acordo com sua ordem (maior derivada presente) e seu
tipo (eliptica, parabdlica ou hiperbolica). Os resultados apresentados nesta segdo tém

como principais referéncias [1], [3] e [4].

1.1 O Conceito de Equagdo Diferencial Parcial

Definicao 1.1.1. Uma Equacgao Diferencial (ED) ¢ uma equacao que envolve uma ou

mais variaveis dependentes e suas derivadas até¢ uma determinada ordem.

Definicao 1.1.2. Uma Equacido Diferencial Ordinaria (EDO) ¢ uma Equacao
Diferencial em que sua variavel dependente (ou suas variaveis dependentes) dependem

de uma tnica variavel.

Exemplo 1.1.1. Em circuitos elétricos, a equagdo que modela o sistema composto por
somente um resistor e um indutor ligados em série, sendo L e R constantes conhecidas

como indutancia e resisténcia respectivamente, ¢



ai ,
L—+Ri = E(t) (1.1)
Note que, neste caso, temos como variavel dependente i € como varidvel

independente t. Logo, de acordo com a defini¢do anterior, a equagao (1.1) ¢ um

exemplo de Equacao Diferencial Ordinaria.

Definicao 1.1.3. Uma Equacio Diferencial Parcial (EDP) ¢ uma Equacao
Diferencial que envolve uma (ou mais de uma) variavel dependente de duas ou mais

variaveis independentes.
2 2
Exemplo 1.1.2. A EDP conhecida como equagéo de Laplace, % + Z—y’; =0, é muito

utilizada no estudo dos campos eletrostaticos, que visa descrever a funcao potencial
num meio dielétrico sem cargas elétricas. Analisando esta equacdo, temos como
varidvel dependente v e variavel independente x e y. portanto a Equacédo de Laplace é

um exemplo de Equacdo diferencial parcial.

Definicao 1.1.4. A ordem de uma EDP ¢ a ordem da derivada parcial de maior
ordem presente na equagao.

assim, uma Equacao Diferencial "Parcial de ordem £ com uma variavel dependente

em n variaveis independentes xi, ..., X, , € uma expressao da forma
ov ov  0%v 9%v kv
Flx;, x,v,—, ., — , ==, v) e =g (X1, oy X 1.2
1, Yy Gy 952 Dxrdn ! oxE) 8 Ol ), (1.2)
Em que x = (x1, ..., xx), € 02,02 Cc R"ev: 2 —» R ¢ a variavel dependente.

1.2 Linearidade

Além da ordem, outra classificagdo importante das EDP’s diz respeito a
linearidade ou ndo da equacdo. Temos uma teoria matematica bem avangada em se
tratando das resolucdes das EDP’s lineares, porém, a teoria que envolve a resolucao
das equagdes nao lineares ¢ bem mais complicada € menos precisa.

Definicdo 1.2.1. Chamamos de parte principal da Equacdo Diferencial Parcial a

parte da equagdo que contém as derivadas de maior ordem.



Definicao 1.2.2. Dizemos que a EDP (1.2) ¢ linear se F ¢ linear em relagdo a Ve a

todas as suas derivadas parciais. Caso contrario, a EDP ¢ néo linear.

Definicao 1.2.3. Uma Equagdo Diferencial linear ¢ dita homogénea quando a parcela
que nao possui a variavel dependente ¢ identicamente nula (g(xi, ..., x») =0 em (1.2),

caso contrario diremos que a equagdo ¢ nao homogénea.

As Equacodes Diferenciais Parciais de segunda ordem merecem um destaque
maior de vido a sua grande aplicabilidade em problemas fisicos, por exemplo, em
mecanica dos fluidos, movimentos ondulatérios e condugao de calor. As equagdes que
descrevem os exemplos citados, estdo amparadas por uma teoria bem estruturada e

bem desenvolvida com diversos métodos de resolucao.

Consideremos a EDP linear de 2% ordem nas variaveis independentes x, y e variavel
dependente v = v (x, y), sobre o dominio , 2 ¢ R?, dada por

Apxx T Byxy tCoyy Dy ++Ey, + B, + G =0 (1.3)
em que os coeficientes ABCDEF ¢ G sao fungdes reais que dependem das varidveis
x, v, definidas para todo (x, y). € 2 Como a EDP ¢ de segunda ordem, devemos ter

A’ (x,y) + B> (x, y) +C*#0

1.3 Problema de valor Inicial e de Contorno

As condi¢des de contorno sdo essenciais o resolver Equagdes Diferenciais
Parciais (EDPs) para determinar solugdes validas.
Definicdo 1.3.1. Um Problema de Valor Inicial (PVI), ou Problema de Cauchy,
consiste em uma Equagdo Diferencial, juntamente com condigdes complementares
impostas de maneira que, umas das variaveis independentes sdo fixadas em relacdo a
variavel dependente e a suas derivadas.
Exemplo 1.31. Analisando a EDP a?v,, = v, note que sua solucdo depende do
tempo ¢, com isso podemos dizer na solugdo v (x, ), quando ¢ =0.
Matematicamente, procuramos uma solucao que satisfaga a EDP com duas condi¢des
iniciais:

v (x, 0) =f(x), ve(x, 0) =g(x), 0 <x <L.



1)

Definicio 1.32. Um Problema de Valores de Contorno (PVC), ou Problemas de
fronteira, consiste em uma Equacdo Diferencial, juntamente com condi¢des
complementares impostas sobre o valor da solucao e de suas derivadas no bordo ou
fronteira da regido (002).

Exemplo 1.32. Tomando como referéncia a EDP utilizada no Exemplo (1.3.1)
aplicada ao problema das cordas vibrantes, observamos que esta corda ¢ fixa
permanentemente ao eixo x em x = 0 e x = L. Portanto, temos como condi¢des de
contorno para este problema

v(0,0)=0,v(L,t)=0,t>0.

METODO DE SEPARACAO DE VARIAVEIS

O método de separagdo de varidveis € uma técnica poderosa para resolver
equacdes diferenciais parciais. A ideia fundamental ¢ assumir que a solu¢ao pode ser
escrita como o produto de fungdes que dependem apenas de uma tnica variavel. Para
a equacao de Laplace, consideramos a seguinte forma da solugao:

A equagdo de Laplace ¢ dada por:

Vir=0
onde V? é o operador laplaciano, e v é o potencial elétrico. Esta equacio

expressa a auséncia de fontes ou cargas elétricas no espacgo.

Em duas dimensoes

5 2y — 2_ 9 O O _
equagdo de Laplace, V°V = 0, com V* = — + 37 to5 eV= V(x,y,z) uma
fun¢ao bem comportada.

Em duas dimensoes a equagdo de Laplace fica:

—+—=0 (2.1)

A fim de resolver esta equacdo, tomaremos a fungdo V(x, y) separavel, ou seja,

iremos escrever V (x, y) = X (x) Y (y), substituindo na equacao de Laplace:

X (x)Y(y) + X ()Y (y) —0
0x? ay?




) 2 )+ x00) 22 =
Y axz ¥ xayx_

0

Multiplicando por X (x)Y (y), temos:

1 d?X(x) 1 d*Y(y)
X(x) dx? Y(y) dy?

Assim, o primeiro termo depende apenas da variavel x e o segundo apenas da
variavel y. Como as varidveis sao independentes a Unica forma da soma de suas

variacoes ser nula, ¢ se cada uma delas for constante € uma for a oposta da outra, sendo

assim podemos escrever da seguinte forma:

;de(x) )
X0 ar k (2.2)
[
LOZY(_’Y) — 2 — (i\2
Y ar k= = (ik) (2.3)

Dessa forma a EDP inicial ficou reduzida a duas EDQO's (Equacdes acima), e
serdo resolvidas usando um método geral conhecido por método de Frobenius, a saber,
"chutaremos" uma solugdo em série para a equacao e ao final tentaremos interpretar

qual fungao a série representa. Comegando pela equagao:

1 d?X(x) _ e
X(x) dx?
d?X(x)

dx?
d?X(x)
dx?

= X(x)k?

—k?X(x) =0

Essa ¢ a equagdo de um oscilador hormdnico unidimensional com frequéncia

w? = —k?. Tomando X (x) = Yo a,Xx", temos:



A2y a,xm
Q=0 an )_kzzanxnz 0

dx?
n=0
Z a,n(n —1)x"2% — k? Z a,x" =0
n=2 n=0

Tomando n’=n-2 no primeiro termo da equagdo acima, temos:
oo co

Z ap,n(n’ +2)(n' + 1) x™ — k* Z apx™ =0

nr=0 n=0

Renomeando n’=n (podemos fazer isso porque a variavel n” € nula).

Z Api(n+2)(n+1) — kzz: ax™ =0
n=0 n=0

Z(an+2(n +2)(n+1) —k*a,)x" =0
=0

e, portanto:(a,,(n + 2)(n + 1) — k?a,) = 0, daqui:

2 3 k4 kS

1)
n _— . 2 _ 3 _ 4 5
Z apx" = ag+ ax + 2 Aox“ + 31 ax° + 21 ApX 5l ax° +

N k2, kY, a, Kk
Zanx” @+ 1+ +pat b |+ kb oo x4

HARMONICOS ESFERICOS E CILINDRICOS

A equacao de Laplace em coordenadas esféricas ¢ uma expressdao matematica
que descreve como um campo escalar se comporta em um espago tridimensional em
coordenadas esféricas. Ela ¢ frequentemente utilizada em fisica e matematica para
resolver problemas envolvendo simetria esférica, como na teoria eletromagnética, na
teoria do potencial e em outros contextos.

Em coordenadas esféricas a equacao de Laplace fica:

Vszi(rza—V)+ : i(sin¢9z—‘9/)+ L 9V _ (3.5)

20T or r?sin @ 90 r?sin? @ 67452




da mesma forma que antes, iremos supor que V=V (r, 0, ¢) é separavel.
Primeiramente, iremos separar apenas a parte que envolve p. Tomando
da seguinte forma: V(r,0,¢) = H (r,0) ® (), assim a equagdo de Laplace

fica:

10 ( ,0H(0)® () 1 o0 ( O0H(r 0)® (p)
<r or >+r2 sin@@(sme 06 >

1 0°HT,0)® ()

+ r2sin? 0 P> =0

®(p) 0 ( ,0H(r,0) ®(d) 0 [ . BaH(T,Q) H(r,0) 0°*® (CI))_O
r2 E(T or >+rzsin6@<sm a0 >+r2 sinf  dp?

2 qin2

.. - r“sin“60 .
Multiplicando esta equacao por o0 @) temos:

sin*@ 9 ( ,0H(r,0) sinf 0 _96H(r,9) 1 d® ()
H(r,@)%(r ar ) H(r,@)%(sm 26 >+c1>(¢) db?

os dois primeiros termos dependem exclusivamente de » e 8 e suas variagdes,
enquanto o ultimo termo depende de ¢ e suas variacdes. Assim, para que a soma seja

nula, os termos s6 podem ser iguais a uma constante, aqui escolhida como m?, dessa

forma:
sin? @ 09 zaH(r,Q)) sin 8 i( . aH(r,B)) 2
H(r,0) ar (r or H(r.,0) 90 sin 0 a0 =m (3.6)
e
_1 ae@ _ _
® @) a0’ m (3.7)

Que ¢ a equacdo do oscilador harmonico resolvida anteriormente, e tem como
solucao

® (b) = Ae'™®P 4 Be~im®



Por sua vez, a equacao:

sin?0 9H(r,6) sinf 0 0H(r, 0
(rz ar )+ <sin ¥>— 2

H(r,0)or H(r,0) 00 96

pode ser resolvida tomando H (r, 8) como separavel, a saber, H (r,0) =R (r) ©
(0). Dessa maneira:

sin*6  d ( ,0R(r) © () sind 9 [ . eaR(r)@(B) o,
R(r)e(e)ﬁ(r ar )+ R(r)e(e)%<sm 26 )‘m

sin*0 © (6) d [ ,dR(r) sin@R(r) d / | Bd@(e) o
R(r)@(@)%(r dr >+R(r)@(9)@<sm do )_m

sin® 6 d ( zd’;(r))+ sinf d [ Bde(e) 5
_ T _ =
R(r) dr\" o®@ao\>"" " as m

Dividindo toda a equagdo por sin? 8, temos

1 d [ ,dR(r) 1 d(dO®
R dr\" dr +sin9@(e)ﬁ(sm a0

) —m?sin’6 =0
Aqui vemos que a variagdo e a dependéncia em r estdo separadas da variacdo

e da dependéncia em 0 , dessa maneira, novamente, elas s6 podem ser iguais a uma

constante, a saber [(l + 1), assim:

Li 2 dR(T) _
R(r) dr (r ar )— I(+1) (3.8)
€
_ 1 A pdO®@) 2
Sin0O(8) do (Sme a6 ) msin® 0 = —I(l +1) (3.9)

Resolvendo a primeira dessas formas equagdes, novamente supondo uma solucao

séric R(r) = Yoo apr™, temos:



d( ,dR(r)
E(r = ) = 1(l+ DR(r)
4 (D) 11+ 1) RG) =0
L (7L 5 ganr™ ) = 11+ 1) Sipmgar™ = 0
%(rzi Tn=onanr" ) — I+ 1) X% pa,r™ =0
= (2 Enagr™t ) = 1+ 1) B g™ = 0
i("(" +1) —Il(l+1)a,r" =
n=0

Daqui
nn+1)—-Il(l+1)=0

(n—DMm+1+1)=0

Logon=1/oun=—I(l + 1). e portanto:

(3.10)

R(r) = Z a,r" = art+ a_l(l+1)r—l(l+1) = Arl + T
n=0

Novamente 4 e B sdo constantes a determinar pelas condig¢des iniciais e de contorno.

Resolvendo a equagdo para a coordenada 0, a saber:

1 d(. d© (8)
S1 —_—

- — in2 0 = —
sinf © (0) d6 do ) msin®0 = —l(l+1)

Essa ¢ a equacao de Legendre associada, iremos resolver apenas a equagao de
Legendre (quando m? = 0). Logo:

1 d(si ,10®)

sinf © (0) d0 do )“UH) =0

Para resolver essa EDO, iremos tomar © (8) = y(x) e



X=rcosH

dx = —sin6do
d B " d
a6~ "M ax

Logo a equagdo de Legendre fica:

sir11 7] (— sin@ dd_x) (sin 7] (— sin@ dd—xy(x)>) +Il(l+1Dyx) =0

d( , d
a(sm Gay(x))+l(l+1)y(x) ~ 0

I
o

d 2oy @
a((1 — cos G)Ey(x)) + I+ Dy(x)

Il
o

d 2oy @
- ((1 — cos G)Ey(x)) + L+ Dy(x)

d 2 d —
a((l —X )ay(x)) +I(l+1Dyx) =0

Chutando a solugdo em série: y(x) = Yoo apx™™, temos:

i((l _ xZ ii anxn+m> + l(l + 1) i anxn+m =0
dx dx e e

d N n+m 2 dz N n+m N n+m
—2x aZanx +(1—x)EZanx +l(l+1)2anx =0
n=0

n=0 n=0

2 d N n+m-1 1 2 & N 1) tm=2
—2x — 0an(n+m)x +( —x)w a,(n+m)(n+m-—1)x
n=

n=0

I+ 1)2 4™ = 0
n=0



o)

Z(—Z) ap,(n +m)x™m 4+ Z a,(n+m)(n+m— 1)x"tm2
n=0 n=0

—Zan(n+m)(n+m— Dx™m+1(l+1) ) apx™™ =0

n=0 n=0

Z +l(l+1D)-2(n+m)— (n+m)(n+m—1x™™m

n=0

+ Z a,(n+m)(n+m—1Dx"M2 =90

n=0

no segundo somatorio podemos tomar n+m-2=n" + m'’

A+ -2n+m)(n+m)(n+m— 1)a,x™t™"

n=0

+ Z(n +m+2)(n+m+ Dappmex™ =0

n=0

Daqui:

B [(l+1)-2n+m)—(n+m)(n+m+1)
nimiz = m+m+2(n+m+1) “n

U+ n+DU—n)
vz =TT T D+ 2)

Se considerarmos ao=1 ¢ a1 = 0, temos:

1-1(1+1) (1-2)I1(1+1)(1+3)
pn(x) = sz + 2 x4+... (311)

Para m = -1, temos:



Y

B (l+n+2)(l—-n-1)
2 = T D)(n+3) o

Se considerarmos ao= 0 € a; = 1, temos:

n() = X * 1);1 t2) 0 L2300 1); UG INI, (3.12)

Pn(x) € qn(x) Podem ser escritos diretamente pela formula de Rodrigues, a saber:
p

1 dnt

n(x) = 2NMnldxn

(3.13)

Conhecidos como polindmios de Legendre.

No caso da equagdo de Legendre associada, temos como solu¢do os polindmios de
Legendre associados.

dm+n

—— (x* - 1" (3.14)

dxmt

PR = o (L= 29)™/2

2"n!

Em coordenadas cilindricas

V2u =0, onde u ¢ a funcdo que queremos encontrar e V? é o operador
laplaciano. As coordenadas cilindricas sdo (1, 8, z), onde r ¢ a distancia radial, € o
angulo azimutal e z € a coordenada vertical.

A ideia do método de separagdo de varidveis ¢ assumir que a solucao pode ser
escrita como o produto de trés fungdes independentes, cada uma dependendo de uma
unica coordenada:

u(r,0,z) =R(r) © (6)Z(2).

Substituindo isso na equagdo de Laplace, temos:

1d dR 1 d? 1 d?*z
;;(’”E) tocwtTzz=0 (3.15)

Agora, vamos isolar as partes que dependem apenas de unica varidvel:

A parte radical:

1d( dR)_I_ 1 1d2@+1 1 d*z
rar\'ar) ©r2dez T 7r20dz2

Dividindo toda a equagdo por 72, temos:



0.

1 d( dR)+ 1 d2@+ 1d*Z
rar\' dr) " © de® " Z dZ?

O primeiro termo depende apenas de r, o segundo depende apenas de 6, € o
terceiro depende apenas de z. Seguindo os mesmos passos anteriores e dando a devida

aten¢do as constantes de separagdo, a parte radial fica:

1d< dR)_ 2
rar\ dar) - T

Onde k; ¢ uma constante de separacdo, e agora multiplicando ambos os membros por

7, temos:
d ( dR) _ g2
dr r dr) i

Agora, expandindo a derivada e rearranjando os termos, temos:

d’R , dR _ ;2
ret o= kir. (3.19)

Esta ¢ uma equacdo diferencial ordinaria de segunda ordem que precisa ser
resolvida para R(r). As solucdes dependem dos valores especificos de ki e do tipo de
geometria que vocé estd considerando (cilindro finito, semi-infinito, etc.).

Geralmente, a solucdo completa para a equagdo de Laplace usando o método
de separacdo de variaveis envolve combinar as solugdes das partes radial, angular e

vertical, respeitando as condigdes de contorno do problema em questao.

MODELAGEM DE PONTOS QUANTICOS

A modelagem de pontos quanticos ¢ um campo da fisica e da engenharia de
materiais que se concentra na compreensdo e na previsdo das propriedades de
nanoestruturas semicondutoras, conhecidas como pontos quanticos. Essas estruturas
tém dimensdes extremamente pequenas, tipicamente na faixa de alguns nanometros, o
que permite que elas exibam propriedades quanticas distintas devido a sua natureza
confinada. A modelagem teérica desses sistemas envolve o uso de equagdes
diferenciais parciais, métodos de separacao de variaveis e fungdes matematicas como
os harmdnicos esféricos e cilindricos para descrever e prever suas propriedades fisicas.

No contexto da modelagem de pontos quénticos, as EDPs sdo usadas para
descrever a distribui¢do espacial das fun¢des de onda dos elétrons e buracos dentro da

nanoestrutura semicondutora. Essas equagdes podem ser derivadas a partir da equagao



de Schrodinger, que governa o comportamento quantico de particulas. Os resultados

apresentados nesta secdo t€ém como principais referéncias [12], [16] e [18].

4.1 Equagodes diferenciais Parciais na Modelagem de Pontos Quanticos

Passo 1: Para descrever as propriedades dos elétrons e lacunas em pontos quanticos, é
necessario resolver a equacao de Schrodinger dependente do tempo, que ¢ uma
equacao diferencial parcial que descreve a evolugdo temporal de uma fun¢do de onda

quantica. A equacao de Schrodinger para um elétron em um ponto quantico ¢ dada por:

'haw(r’t)— n V2 + V¥ (rt 4.20
"o T 2m ¥ 0 (4.20)
Passo 2: O método de separagdo de varidveis envolve a suposicao de que a funcao de
onda pode ser escrita como o produto de duas fungdes independentes: uma que

depende apenas das coordenadas espaciais 7 e outra que depende apenas do tempo t

Y(r,t) = Y(r).¢(0)

Substituindo esta forma na equagdo de Schrodinger, obtemos:

9 h?
i (r) ¢;§t) = l— V) + sz/)(r)l ¢ (t)

Dividindo ambos os lados por Y (7). ¢(t)

ih dp(t) h?
o) dt l_ 2mip(r) Vzlp(THle

As duas partes da equacdo acima dependem de diferentes variaveis. A parte da

esquerda apenas do termo ¢, enquanto a parte da direita depende apenas das
coordenadas espaciais . como essas partes devem ser iguais para todas as posigdes €

tempos, elas devem ser iguais a uma constante, que chamaremos de Energia Total E.
ih dp(t)

PO dr (4.22)

hZ
2my(r)

V2Y(r) + Vo =E (4.23)



Passo 3: Solucido das Equacgdes: A equagdo (4.1) ¢ uma equacao diferencial ordinaria

para ¢(t) cuja solugdo geral é:

iEt

p@)=e "

A Equagéo 4.2 é uma equagdo diferencial para ¥(r) que pode ser simplificada
usando coordenadas esféricas ou cilindricas, dependendo da simetria do potencial.
Caso de coordenadas esféricas: suponhamos que o potencial seja simétrico em relagado
a origem, o que ¢ verdade para muitos pontos quanticos. Podemos usar coordenadas

esféricas (7, 6, ¢).

01/)) 1 0 ( mg@l[)) 1 0%y

2 -
V() = r? ar( ar +rzsin969 a6 +rzsin66¢2 (4.24)

Substituindo VZW(T) na Equacdo (4.20) e readaptando os termos, obtemos:

+ Vi Y(r) = EY(r)

2m |rzdr dr r2sin 6

_h_z[li(rza_w)+ 1 %(sm@%) + r251n9d¢)

Separando as varidveis, assumimos que Y (1) = RO )P s).

_ R 1 d [ 5dR() 1 d (.. IS) 1 ad*y
2m [R(r) dr (r dr ) + O(0)sin 6 db (sm 0 de) + ¢ sin2 0 d¢p? R © (B)2()

=ER(r) © (6)2(¢).

Cada termo separado na equacgdo acima deve ser uma constante para que a
equacao possa ser separada. Chamamos as constantes de separagdo de ER(r) para parte
radial, E© (0) para a parte angular 6 e E®(¢)para a parte angular ¢.

A parte radial da equacdo resulta em uma equagao diferencial para R(r)

_» 52 (-89 4 22 (y(r) — ENR() | - ER (4.25)

2m Lr2 dr dar



A parte angular da equagao ¢ associada a separagdo das coordenadas angulares
no qual teremos: & (8) e ®(d) e envolve os polindmios de Legendre (caso esférico)

ou fun¢do de Bessel (caso cilindrico). A equagdo ¢ dada por:

1 d (. ,do(®) 1 d*o(¢) _
e(e)sinSE(Slne de ) + D(P)sin20 dg? +il+1)=-£0 (4.26)

Nesta equagdo:
[(l + 1) € o termo angular, onde / é o nimero quantico orbital angular.
© (0) ¢ a fungdo associada as coordenadas angulares 0.
®(¢P) ¢ a funcdo associada as coordenadas angulares ¢ (ndo presente no caso de

simetria esférica).

Solucao geral:

iEt

¥(r,t) =R(r) © (0)P(dp)e (4.27)

Neste ponto, a fungdo radial R(r) e a parte angular © (6) e ®(Pp) devem ser
encontradas através das da solugdo das equagdes diferenciais resultantes da separagao.
A energia total £ ¢ determinada pelas condi¢des de contorno e pelo potencial ¥(r) do
ponto quantico. Lembrando que a separagcdo de variaveis simplifica a equacao de
Schrodinger tridimensional em equagdes diferenciais mais simples, mas a solucao
completa exige resolver cada parte da equagdo e combinar suas solugdes, levando em
consideracdo as condi¢des fisicas especificas do sistema de pontos quanticos em

estudo.

Descricio tedrica e previsio de Propriedades Fisicas: A modelagem de pontos
quanticos nao se limita apenas a resolugao de equagdes diferenciais, mas também
envolve a consideragao de condi¢des de contorno apropriadas para a nanoestrutura
especifica em estudo. Através desses métodos, € possivel prever propriedades fisicas
como niveis de energia discretos, espectros de absor¢do e emissdo, transigdes

eletronicas, distribui¢oes de densidade eletronica e muito mais.



Teoria de Bandas: A modelagem comeca com a teoria de bandas, que descreve um
esquema dos niveis de energia eletronicos em solidos cristalinos. Nesse contexto, um
ponto quantico ¢ tratado como um sistema de baixa dimensionalidade, onde os elétrons
estao confinados a uma certa regiao (contorno) da interface semicondutora, € possuem
comportamento analogo ao de uma particula dentro de poco (semi-esférico) de
potencial infinito; resultando em niveis de energia discretos. A teoria de bandas fornece
a estrutura inicial para a modelagem, mas ndo leva em consideragdo o efeito de
confinamento quantico nas propriedades dos portadores de carga.

Confinamento Quantico: A propriedade central dos pontos quanticos ¢ o
confinamento quantico, que resulta em niveis de energia discretos. A separagdo de
variaveis ¢ o uso de fungdes especiais permitem calcular os niveis de energia
permitidos para os elétrons confinados nesses pontos quanticos. Esses niveis discretos
influenciam diretamente as propriedades Opticas e eletronicas desses sistemas.
Interacées Elétron-Elétron e Outros Efeitos: Além do confinamento quantico,
outros efeitos, como intera¢des elétron-elétron e a influéncia de campos elétricos
externos, devem ser considerados na modelagem dos pontos quanticos. Esses efeitos
podem complicar as equagdes diferenciais parciais e, muitas vezes, requerem
abordagens numéricas avancadas para a resolucao, e que mais condizem com um nivel
de pos-graduacao; portanto, serdo apenas mencionados neste trabalho.

Em resumo, a modelagem tedrica de pontos quénticos envolve a resolugdo da
equacgdo de Schrodinger por meio de métodos de separagdo de varidveis, utilizando
coordenadas esféricas ou cilindricas quando apropriado. Os harmodnicos esféricos e
cilindricos emergem como solu¢des fundamentais, permitindo a descricdo das
propriedades fisicas dos pontos quanticos e a previsdo de seus comportamentos

quanticos distintos.

CONSIDERACOES FINAIS

Ao longo deste trabalho, exploramos a importdncia e as aplicagdes das
equagoes diferenciais parciais, destacando a eficacia da técnica de separagao de

variaveis para resolver problemas complexos em sistemas fisicos com simetrias



especificas. Além disso, investigamos os harmonicos esféricos e cilindricos,
fundamentais para representar solucdes em coordenadas esféricas e cilindricas,

respectivamente.

A justificativa para esta pesquisa baseou-se na crescente relevancia da
modelagem de pontos quanticos e outros sistemas eletronicos bidimensionais (SE2D)
com propriedades singulares que tém mostrado potencial em diversas aplicagdes
tecnologicas. Compreender a dindmica dos elétrons nesses sistemas € por si s6 um
exercicio valido do ponto de vista tedrico da fisica, cuja compreensdo pode impactar
diretamente na engenharia deles. Do ponto de vista experimental, algumas lacunas
ainda sdo necessdrias uma vez que tais teorias ndo explicam os resultados
experimentais por completo, mas ainda assim, fomentam o terreno de novas propostas
para a ainda crescente industria dos semicondutores.

Através da andlise de equacdes diferenciais parciais, enfatizamos a utilidade
das técnicas matematicas para resolver problemas fisicos reais- e que tém aplicagdo
direta na industria. Essas técnicas se provaram eficientes e versateis, permitindo uma
melhor compreensdo de sua utilidade pratica para uma industria. Coisa que raramente
ocorre nas aulas tedrico expositivas cursada num curso de graduagdo; em que a
resolucao de problemas tedricos expositivos se resume, em sua maioria, ao estudo das
solugdes das equagdes matematicas em si.

Ademais, ao estudar os harmonicos esféricos e cilindricos, compreendemos sua
importancia na descri¢gdo de sistemas naturais de alta simetria. Essas funcdes sdo
ferramentas fundamentais na analise de sistemas que possuam simetrias parecidas,
proporcionando um importante ponto de partida para proposi¢do de teorias a eles
associados. Como resultado deste trabalho, esperamos contribuir para a ampliagdo do
conhecimento cientifico e tecnologico, fornecendo uma base solida para futuras
pesquisas e aplicagdes praticas na area de equacdes diferenciais parciais, modelagem
de pontos quanticos e outros sistemas fisicos complexos.

Por fim, refor¢gamos a relevancia continua desses estudos, incentivando o
desenvolvimento de novas abordagens, métodos e técnicas para lidar com desafios
ainda mais complexos em diversas areas da ciéncia. A partir dessa s6lida compreensao
tedrica, poderemos alcancar avangos significativos na exploracdo e compreensao do
mundo fisico, bem como no desenvolvimento de tecnologias inovadoras que

beneficiem a sociedade como um todo.
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