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RESUMO

Nao se trata de um livro, este texto foi escrito a partir das notas e rabiscos de seminarios
e apresentagdes realizados pelos estudantes do curso de Licenciatura em Matematica e de
Fisica do Centro de Estudos Superiores de Tefé-CEST-UEA durante a execugdo do
projeto de produtividade intitulado "Célculo com Trigonometria: uma visdo pratica" que
ocorreu entre os meses de maio de 2021 a abril de 2023 sob a coordenagao do professor
Josimauro Borges e a participag¢do direta dos estudantes do CEST, a saber
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O projeto teve carga horaria total de 144 horas distribuidas em 6 horas por més. O texto
tem carater elementar pelo fato de que, a principio, os resultados terem sidos escritos para
académicos iniciantes do curso de Matematica. O objetivo ¢ facilitar a compreensao de
alguns temas abordados no curso de Calculo ministrado para os académicos do CEST.
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INTRODUCAO

O ensino de trigonometria ¢ de importancia incalculavel na area da matematica
basica e superior, dada sua infinita utilizagdo nas mais diversas areas de engenharia,
arquitetura e astronomia, dentre outras. A sua abordagem junto ao Calculo traz ao
estudante uma visao diferenciada do assunto, visto que no ensino do Célculo, em geral as
fungdes trigonométricas nao sdo mostradas de maneira aprofundada com aplicagdes
diversas. Dado o fato de que existem poucas ou ndo ha ac¢des junto a professores da
educacao basica buscando melhorar o ensino no sentido de desmentir a ideia de
dificuldade, e também do fato de a universidade (CEST) nao dispor de um laboratorio de
matematica, onde se teria uma énfase maior no ensino de trigonometria pratica com os
académicos com o intuito de amenizar as supostas dificuldades de compreensao e de
auxiliar na pratica do ensino do Calculo nas aulas ministradas aos académicos dos curso
de Matematica e Fisica do Centro de Estudos Superiores de Tefé, esse projeto se justifica
como um instrumento inovador, de interacdo e cooperagdo entre a universidade e a
comunidade escolar e, claro, fortificando o conhecimento e a aprendizagem dos
académicos envolvidos. Apesar de parte do conteido de Trigonometria fazer parte do
curriculo da Educa¢do Basica observa-se que grande parte dos alunos chega a
universidade com pouco conhecimento dos conceitos trigonométricos. Esta constatacao
compromete a aprendizagem dos académicos visto que a Trigonometria aparece quase
que integralmente no curriculo dos cursos de matematica. Essa lacuna na bagagem do
universitario tem promovido uma aprendizagem mecanica, sustentada na memorizagao,
na aplicagdo de regras quase sempre desvinculadas de significado pratico. O ensino do
Célculo na universidade também merece uma atencao especial, no tocante a exposi¢ao do
conteudo e consequentes resolugdes de exercicios. Ha alto indice de reprovagdo nas
disciplinas de Calculo nos cursos das exatas no CEST. Assim, o projeto vem incentivar e
auxiliar os estudantes, a fim de obterem melhor desempenho nessa matéria. Na certeza de
melhorar a aprendizagem desses académicos o projeto sera altamente proveitoso. Além
disso, os instrumentos confeccionados artesanalmente durante a realizagao do projeto
estardo a disposicao para serem utilizados pelos demais professores do CEST e de escolas
publicas de Tefé




Seminario 01: USO DO TEODOLITO

A finalidade principal de um teodolito é a medida de angulos horizontais e
verticais. Indiretamente, pode-se medir distdncias que, relacionadas com os angulos
verticais, possibilita obter tanto a distancia horizontal entre dois pontos quanto a diferenga
de nivel entre os mesmos. Vocé ha de concordar que, em servigos de topografia, a precisao
na coleta de dados ¢é decisiva, ndo ¢ mesmo? Nos ultimos anos, felizmente, foram
desenvolvidas varias tecnologias para apoiar essas atividades em campo. No entanto, o
tradicional teodolito ainda possui campo de aplicagdo. E sobre esse instrumento dptico,
tdo antigo quanto importante, o tema do nosso topico.

Como o teodolito funciona?

Usado ha centenas de anos, o teodolito ¢ um instrumento Optico capaz de realizar
medidas de angulos verticais e horizontais. Esse equipamento ¢ formado por um sistema
de eixos, circulos graduados, luneta de visada e niveis de bolha. Vocé sabia que, além da
topografia, esse equipamento para medi¢do de angulos e distancias € utilizado também na
navegacdo e na meteorologia? Basicamente, trata-se de um telescopio com movimentos
graduados na vertical e na horizontal. Assim, para olhar através do telescopio € preciso
fixar o teodolito sobre um tripé centrado (norteado) e verticalizado. Com o avango da
tecnologia, o teodolito adquiriu maior portabilidade, passando a ser mais leve e facil de
carregar. Assim, o equipamento também adquiriu maior alcance e precisdo, incluindo a
possibilidade de ser acoplado a outros equipamentos de medicdo como o distancidmetro
eletronico ou trena eletronica.

Como os teodolitos surgiram?

Antes de prosseguir, vou te contar um pouco de historia. Vocé sabia que a
constru¢do do primeiro teodolito foi feita em 1720 por Jonathan Sisson com quatro
parafusos niveladores? Nos anos 1830, o inventor Ignacio Porro criou um taquimetro
autorredutor, um instrumento que possuia os mesmos elementos do teodolito, mas com
um dispositivo 6tico. No entanto, ha registros muito mais antigos de uso de equipamentos
para a medi¢dao de angulos. Sabe-se que os egipcios, por exemplo, utilizavam a groma,
uma espécie de teodolito muito util na construgao das piramides.
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SEMINARIO 2: ARCOS E ANGULOS, MEDIDAS

Arcos e Angulos de uma circunferéncia
e CIRCUNFERENCIA e CIRCULO

Circunferéncia Clrculo

e ARCOS DE CIRCUNFERENCIA
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Medida e comprimento de arco

P ¢ MEDIDA DE UM ARCO — é a medida angular.
Exemplo: 60°

¢ COMPRIMENTO DE UM ARCO — e a medida linear.
Exemplo: 20 cm

A medida de um arco ¢ igual a medida do angulo central.
Unidades de medidas de arcos e angulos

GRAU - ¢ definido dividindo-se uma circunferéncia em 360 partes iguais entre
si. Cada uma dessas partes, equivalentes a 1/360 da circunferéncia, corresponde a um arco
de um grau e é representada por 1°. O grau é a unidade derivada de um dos mais antigos
sistemas de unidades de que se tem registro — o sistema sexagesimal, criado pelos
babilonicos em torno de 4000 a.C.

RADIANO - ¢ a unidade de medida de angulo que corresponde ao angulo central
subtendido por um arco de circunferéncia cujo comprimento seja igual ao raio desta
mesma circunferéncia.

Comprimento do arco {E.E) =R
A 4
m(AB) = 1 radiano
A 4
o =m(AB)=1rad

4

Relagao entre graus e radianos




Como sabemos, o comprimento C de uma circunferéncia de raio de medidar é: C
= 27tr Isso significa que o raio “cabe” 21 vezes nesse comprimento. Assim, um arco de
comprimento igual a r (1r) mede 1 rad; um arco de comprimento igual a 2r mede 2 rad,
etc.; entdo um arco de comprimento igual a 2xr (volta completa) mede 2x rad. Conclui-
se, entdo, que 27 rad e 3600 séo correspondentes.

RADIANOS | 2rrad | mrad |m/2rad|n/3 rad|n/4 rad
GRAUS 360° 180° 90° 60° 45°

Transformagoes de:
1°) GRAUS EM RADIANOS: utiliza-se uma regra de trés simples e direta. Exemplo 1)
Um arco mede 300 . Qual ¢ a medida desse arco em radianos?

1) Um arco mede 30°. Qual é a medida desse arco em radianos?

Podemos estabelecer uma regra de trés simples:

RADIANOS GRAUS
wrad__ 180°
X 30°
- 30°. wrad T
Entao, X-T X-E—rad

Resp.: O arco mede 7/6 rad.

2°) RADIANOS EM GRAUS: substitui-se o “n” por “1800” e efetua-se as operacdes que
forem indicadas.

Exemplo

2) Em uma circunferéncia, um angulo central mede m/4 radianos. Quanto mede
esse angulo em graus?

Podemos substituir o m por 180° e efetuarmos:

Entdo, /4 rad = 180°/4 = 45°

Resp.: O arco mede 45° .

Comprimento de um arco

Quando medimos o comprimento de um arco, a unidade de medida ¢ a mesma do
raio: metro, centimetro, milimetro, etc. Sabendo que em uma volta completa a medida do
arco ¢ 27 radianos e o comprimento € 2xr, portanto pode-se fazer a seguinte relacao:




MEDIDA COMPRIMENTO
DO ARCO DO ARCO = 2n _ 2mr ¢ = o.2m.r

2n 2nr

a
o { @

Onde | o :medida de um arco em radianos
{ : comprimento de um arco C=a.r
r : medida do raio da circunferéncia

Exemplo
4) Quanto mede, em radianos, o arco AB, contido em uma circunferéncia de raio
3 cm e cujo comprimento € 4,5 cm?

Dados:
o=? > L=a.r L[y =45 = a=15rad
r=3cm
(=4,5cm

Resp.: O arco mede 1,5 rad.

Exemplo
5) Qual € o comprimento de um arco de 720 sobre uma circunferéncia de raio 8
cm?
Dados: i (i) Expressar 72° em radianos:
a=72° | 180° 7 rad 72°.m  2m
r=8cm | a [ > a= = rad
72 a 180° 5
£=>
(ii) Calcular o comprimento do arco:
2.n 2.3,14.8 50,24
b=a.r = 8= = =10,048

5 ° 5 5

Resp.: O comprimento do arco € de 10,048 cm.




SEMINARIO 03: O CICLO TRIGONOMETRICO; RAZOES
TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

As razdes trigonomeétricas sao as relacdes existentes entre os lados de um triangulo
retangulo. As principais séo 0 seno, 0 cosseno e a tangente. Lé-se cateto oposto sobre a
hipotenusa. Lé-se cateto adjacente sobre a hipotenusa. A trigonometria no triangulo
retangulo é o estudo sobre os triangulos que possuem um angulo interno de 90°, chamado
de angulo reto. Lembre-se que a trigonometria é a ciéncia responsavel pelas relacdes
estabelecidas entre os triangulos. Eles sdo figuras geométricas planas compostas de trés
lados e trés angulos internos. O tridngulo chamado equilatero possui os lados com
medidas iguais. O isdsceles possui dois lados com medidas iguais. J& 0 escaleno tem 0s
trés lados com medidas diferentes. No tocante aos angulos dos tridngulos, os angulos
internos maiores que 90° sdo chamados de obtusangulos. J& os angulos internos menores
que 90° sdo denominados de acutangulos. Além disso, a soma dos angulos internos de
um triangulo serd sempre 180°.

Composicao do Triangulo Retangulo

O triangulo retangulo ¢é formado:
Catetos: sdo os lados do tridngulo que formam o angulo reto. Sao classificados em: cateto
adjacente e cateto oposto.
Hipotenusa: ¢ o lado oposto ao angulo reto, sendo considerado o maior lado do tridngulo
retangulo

O—~D~20O

cateto

Segundo o Teorema de Pitdgoras, a soma dos quadrado dos catetos de um
triangulo retangulo é igual ao quadrado de sua hipotenusa:
h? = ca? + co?

Relagdes Trigonométricas do Triangulo Retangulo
As raz@es trigonométricas sdo as relacdes existentes entre os lados de um triangulo
retangulo. As principais sdo 0 seno, 0 cosseno e a tangente.

cateto oposto

Seno = —;
hipotenusa

Lé-se cateto oposto sobre a hipotenusa.



https://www.todamateria.com.br/teorema-de-pitagoras/

cateto adjacente

Cosseno = -
hipotenusa

Lé-se cateto adjacente sobre a hipotenusa.
cateto oposto

Tangente = :
cateto adjacente

Lé-se cateto oposto sobre o cateto adjacente.

secante.

-taneente

tangente

Seno

O circulo trigonometrico € utilizado para auxiliar nas relagdes trigopnométricas.
Acima, podemos encontrar as principais razoes, sendo que o eixo vertical corresponde ao
seno e o eixo horizontal ao cosseno. Além delas, temos as razdes inversas: secante,
cossecante e cotangente.

1
Secante = ——
C0Sseno
Lé-se um sobre o cosseno.
1
Cossecante = ——
seno
Lé-se um sobre o seno.
c0sseno
Cotangente = ———
seno

Lé-se cosseno sobre 0 seno.

O circulo trigonométrico € utilizado para auxiliar nas relagdes trigonométricas.
Acima, podemos encontrar as principais razdes, sendo que o eixo vertical corresponde ao
seno e o eixo horizontal ao cosseno. Além delas, temos as razdes inversas: secante,
cossecante e cotangente.




1

cosseno

Lé-se um sobre o cosseno.

1

Cossecante = ——
seno

Lé-se um sobre o seno.
c0sseno

Secante =

Cotangente =
seno

Lé-se cosseno sobre 0 seno.
Relacoes Trigonométricas 30° 45° 60°

Seno 12 \2/2 \3/2
Cosseno \3/2 \2/2 1/2
Tangente V3/3 1 V3

Exercicio Resolvido
Num triangulo retangulo a hipotenusa mede 8 cm e um dos angulos internos
possui 30°. Qual o valor dos catetos oposto (x) e adjacente (y) desse triangulo?
De acordo com as relacGes trigopnométricas, o seno é representado pela seguinte relacéo:
Sen = cateto oposto/hipotenusa
Sen 30° = x/8
Y% = x/8
2x=8
X =8/2
X=4
Logo, o cateto oposto desse triangulo retangulo mede 4 cm.
A partir disso, se 0 quadrado da hipotenusa é a soma dos quadrados de seus
catetos, temos:
Hipotenusa? = Cateto oposto? + Cateto adjacente?
82 - 42+y2
82 _ 42 - y2
64 - 16 = y?
y? =48
y =48
Logo, o cateto adjacente desse triangulo retangulo mede V48 cm.
Assim, podemos concluir que os lados desse triangulo medem 8 cm, 4 cm e V48
cm. Ja seus angulos internos sdo de 30° (acutangulo), 90° (reto) e 60° (acutangulo), visto
gue a soma dos angulos internos dos triangulos sempre sera 180°.




SEMINARIO 4: O TEOREMA DE PITAGORAS: APLICACOES NO
COTIDIANO.

Até hoje, o Teorema é muito utilizado em areas como arquitetura, construgdo
civil, urbanizacdo e fisica, além da propria matematica. “O Teorema de Pitagoras ¢ um
dos aprendizados mais simples e importantes da geometria. E a geometria esta em todo
lugar, seja na engenharia ou na biologia, € uma das primeiras coisas que vocé precisa
saber em qualquer tipo de ciéncia. A férmula é muito usada na construcédo, por exemplo,
para calcular a quantidade certa de material, ou no caso de um avido pousando, para saber
a distancia até a pista de pouso”, explica o pesquisador do IMPA Vinicius Ramos, da area
de geometria simplética. A formula costuma ser ensinada para alunos do 9° ano do Ensino
Fundamental, e seu estudo ndo ¢ relevante apenas por sua aplicacao pratica. “O ensino da
matematica ndo deve ser focado apenas nos conceitos que vocé vai usar no dia a dia. Por
exemplo, vocé precisa aprender a calcular juros compostos porque vocé vai pegar um
empréstimo ou aplicar dinheiro no banco, o que é muito importante. Mas a matematica
na escola precisa ser muito mais do que isso, precisa ser também uma forma de aprender
a pensar e entender o mundo”, comenta 0 matematico.

Pitagoras & um dos matematicos mais conhecidos da historia, além de filosofo,
astrdbnomo e musico. Nasceu na ilha grega de Samos, por volta de 560 a.C., e morreu no
sul da Itélia, cerca de 480 a.C.. Passou boa parte de sua vida na antiga regido da Magna
Grécia, atual territorio italiano, onde fundou sua escola filosofica. O alicerce da filosofia
pitagodrica era a ideia de que tudo é namero, inspirado na descoberta de que as harmonias
musicais podem ser expressas através dos numeros. Outro fundamento de sua crenca
estava na astronomia, que Pitdgoras aprendera com os babilonios. O matematico grego
acreditava que os movimentos periodicos dos planetas estariam relacionados de alguma
forma com os intervalos musicais, a “musica das estrelas”. Mas sua contribui¢ao
cientifica mais conhecida é o teorema homénimo.

Até hoje, ndo se sabe se a formula que diz que o quadrado do lado maior de um
triangulo de 90 graus € sempre igual a soma dos quadrados dos outros dois lados foi
realmente descoberta por Pitdgoras. Vestigios arqueoldgicos comprovam que o teorema
ja era conhecido dos babilénios cerca de 1800 a.C.. Mas a importancia do filosofo ao
apresentar o teorema para 0 mundo grego e para a civilizacdo ocidental é amplamente
reconhecida por estudiosos e historiadores.

O Teorema de Pitagoras no Cotidiano

O Teorema de Pitagoras possui inlimeras aplicagdes nas diversas areas de
atuacao do homem. A area de transportes é considerada muito importante para o
desenvolvimento de um pais, o teorema de Pitagoras esta presente nela contribuindo na
sua logistica e no desenvolvimento cotidiano, no intuito de dinamizar cada vez mais o
setor.

Imagine a seguinte situacao:

Dois navios A e B partem em sentidos diferentes: o primeiro para o norte e o segundo




para o leste, o navio A com velocidade constante de 30 Km/h ¢ o navio B com
velocidade constante de 40 Km/h. Qual serd a distancia entre eles apos 6 horas?

Distancia percorrida pelo navio A apds 6 horas:
D =30%6 = 180 Km

Distancia percorrida pelo navio B ap6s 6 horas:
D=40* 6 =240 Km

Veja o esquema:

Aplicando o Teorema de Pitdgoras

d? =180 + 240 ﬁi

d? =32400 +57600 _

ol 180k *\\ef.sm:D

@:'\m \‘\\

d =300km »L
240iom

SEMINARIO 5: ESTUDO DAS FUNCOES CIRCULARES E HIPERBOLICAS

Analogas de muitas formas as fungdes trigonométricas; Relacionam-se com as
hipérboles, ao passo que as fung¢des trigonométricas relacionam-se com o circulo.
Fung¢des Hiperbolicas Basicas

. . eX e ¥

Cosseno Hiperbolico: cosh x = T
gf —e ¥

Seno Hiperbolico: senh x = T

_ . senh x g — g%
Tangente Hiperbdlico:  tgh x = =
cosh x e e X

h X —X
Cotangente Hiperbaolico: cotgh x = coshx _# L

senh x e¥ —a—X

1 2
cosh x ef Lp—X
1 2

Cossecante Hiperbolica: cossech x = =
senh x  ef —e—¥

Secante Hiperbolica: sech x =




Identidades

senh(—x) =

cosh [ —x)

senh 2x —

cosh 2x =

senh (x + y)

cosh(x +y) =
cosh® x =

senh® x =

cosh?x —senh?x =
’[gh2  S—

r:c:n’[gh2 . —

— senh x

cosh (x)

2senh x cosh x

cosh® x + senh® x

senh x coshy + cosh x senh y
cosh x cosh y + senh x senhx
cosh 2x + 1

2
cosh 2x — 1
2

1
1 — sech® x

1+ cossech® x

Grafico de Fungdes Hiperbdlicas Fungdes Seno e Cosseno Hiperbolicos

y
. e‘t
Y=
3 2
2_
= senhx
. y
L 1+
23 22 =l - caras I
Tl g, @R
1 ¥y 3
_2._
_3_

(a) O seno hiperbélico e suas
componentes exponenciais

(b) O cosseno hiperhdlico e suas

componentes exponenciais

Fungdes Tangente e Cotangente Hiperbolicos




(c) Os graficos de y =tghx e
y = cotgh x = 1/tgh x

Fung¢des Secante e Cossecante Hiperbdlicos

>
>

y = senh x

(d) Os graficos de y = cosh x e
y=sechx = l/cosh x

\ =1~ __ y=cosechx

—

2_.

(e) Os graficos de y = senh x e

y=cosech x = 1/senh x

Derivada de Fungdes Hiperbolicas Fun¢ao Seno e Cosseno Hiperbdlico




@ Fungdo Seno:

= cosh x

i (senh x) = i e-e” = e +e”
dx T odx 2 o 2

@ Funcédo Cosseno:

d (cosh x) = d (etre) _&-e senh x
dx ~dx 2 2

di)r( (senh x) = cosh x
d
ax (cosh x) = senh x

d 2
a(tgh X) = sech® x

d% (cossech x) = —cossechx cotghx
:—x (sech x) = —sechx tghx
% (cotgh x) = — cossech?x

Tabelas de Derivadas!

Sabendo que:

) L. ex e_x

@ Cosseno Hiperbdlico: cosh x = +T
ex _ e—X
@ Seno Hiperbolico: senh x = ——




Tabela de Derivadas — Regra da Cadeia !

d d
5 (senh u(x) = cosh u(x) — (u(x))
d d
— (cosh u(x)) = senh u(x) ax (u(x))

d d
o (tah u() = sech? u(x) £ (u(x))

% (cossech u(x)) = —cossechu(x) cotghu(x) dix (u(x))

% (sech u(x)) = —sechu(x) tgh u(x)% (u(x))

% (cotgh u(x)) = — cossech? u(x) d% (u(x))
y = arcsenhx = senhy = x
y = arccoshx = coshy = x
y = arctghx = tghy = x
y = arccossechx <= cossechy = X
y = arcsechx — sechy = x
y = arccotghx = cotghy = x

Tabela de Integrais das Fung¢ées Hiperbdlicas

/senhudu = coshu+C
/coshudu = senhu—+C
/sech2 udu = tghu+C
/ cossech’?udu = —cotghu+C
fsechutghudu = —sechu+C

/ cossechu cotghudu = —cossechu+ C




du u
] Ny arc sen (a) +C, a>
du u
/ﬁ = arccosh(g)+C, u>a>0
1arcthE+C seu? < a
a2 _u2
1 arc cotgh d +C, se u® > a’
a a
]__7 L = —1arcsech(g)—|—c, O<u<a
uva?—u? a a
du 1 u
—_— = ——arccossech‘—|+C, a#0
uva?+ u? a a

SEMINAROIO 6: RELACAO FUNDAMENTAL DA TRIGONOMETRIA.

A férmula fundamental da trigonometria diz-se que ndo importa qual seja o valor
0, sin0+cos?0 ¢ sempre igual a 1. Podemos provar essa identidade usando o teorema de
Pitagoras no circulo trigonométrico com x*+y*=1. A relacdo fundamental
da trigonometria, também chamada de RFT, relaciona duas fungoes
trigonométricas bastante conhecidas, a fungdo seno e a fun¢ao cosseno. Essa relacdo ¢
util em diversos problemas de algebra que envolva qualquer uma das fungdes
trigonométricas, seja ela a seno, cosseno ou tangente. Existem duas relagdes
fundamentais da Trigonometria, por meio das quais ¢ possivel encontrar relacdes
entre razdes trigonométricas. Elas sdo chamadas fundamentais porque estao envolvidas
na grande maioria dos célculos basicos da Trigonometria em um nivel intermediario. A
primeira dessas razdes, que € muito parecida com o teorema de Pitagoras, ¢ a seguinte:

sen®x + cos?x = 1

Podemos dizer, portanto, que a soma do quadrado do seno de um arco com o quadrado
do cosseno desse mesmo arco sempre serd igual a 1. A demonstracdo desse teorema, mais
conhecida  como primeira relacdo fundamental da Trigonometria, depende  de
conhecimentos basicos sobre o ciclo trigopnométrico, que serdo relembrados a seguir.
Sendo x 0 angulo em questdo. Perceba que esse angulo x deve ser o mesmo tanto na
parcela do seno quanto na parcela do cosseno. A demonstracdo da Relacdo Fundamental
da Trigonometria € facil, utilizando apenas o ciclo trigonométrico e o Teorema de
Pitagoras.
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sen (x)

[¢] X C |B cos (x)

Demonstracao da primeira relacdo fundamental

Grande parte da demonstracdo da primeira relacdo fundamental é dada com a
explicacédo sobre o ciclo trigopnométrico acima. Na imagem a seguir, observe que o cateto
oposto ao angulo a ¢ o segmento AB e que seu cateto adjacente € o segmento CB. Além
disso, note também que a hipotenusa do triangulo ABC é o segmento CA, que mede 1 un.

J

Assim, utilizando o teorema de Pitagoras, teremos:
AB? + CB? = AC?
sena? + cosa? = 12
Sabendo que sena? = sen®a, podemos escrever:
sena? + cosa? = 12

C




sen®o + cos?a =1
Essa € justamente a primeira relacdo fundamental da Trigonometria.
SEMINARIO 07: REDUCAO AO PRIMEIRO QUADRANTE; ARCOS
NOTAVEIS

A reducdo ao primeiro quadrante permite trabalhar as funcGes trigopnométricas em
angulos localizados em todo o ciclo trigonométrico. Quando estamos trabalhando com
Trigonometria e deparamo-nos com um angulo que ndo se encontra no primeiro
quadrante, sempre podemos reduzi-lo de forma a encontrar o angulo correspondente a
esse que esteja justamente no 1° quadrante. 1sso € possivel gracas a simetria presente no
ciclo trigonométrico. Mas precisamos nos atentar para 0 que ocorre com 0s sinais das
fungdes trigonométricas em cada quadrante. Vejamos a seguir algumas formas de
trabalhar a mudanca de quadrante no ciclo trigonométrico.

Reducio ao Primeiro Quadrante

Na figura a seguir, considere o angulo x, destacado em vermelho no primeiro
quadrante. Nos podemos encontrar os angulos que sdo correspondentes a x nos demais
quadrantes. A distancia desses angulos a x ¢ sempre um valor multiplo de 90°, de modo
que o modulo das fungdes trigonométricas desses angulos ndo se altera. Veja mais sobre
"Redugdo ao primeiro quadrante no ciclo trigonométrico.

x

2N —=z
x+ N

Se o angulo com o qual estamos trabalhando for y e ele estiver no segundo
quadrante, seu correspondente no 1° quadrante serd o angulo x tal que
n—x=youl80°—x=y.

Exemplo 1:
Considere o angulo 150°. Para reduzi-lo ao 1° quadrante, teremos o seguinte:
180° —x = 150°

x =30°




Analogamente, se o angulo y pertencer ao terceiro quadrante, seu correspondente x no
primeiro quadrante serd dado por x + 1 =y ou 180° +x =y."

Exemplo 2:

Considere o angulo 47/3, seu correspondente sera:

X+ =4n/3
x=4n/3 -=n

X = 1/3.

Por fim, se o angulo analisado y pertencer ao quarto quadrante, o angulo x
correspondente a ele no primeiro quadrante sera dado por
2n—x=you360°—x=y.

SEMINARIO 08: SOMA, DIFERENCA, PRODUTO E ARCO METADE

Férmulas do arco metade

As formulas do arco metade foram determinadas a partir das formulas do arco
duplo e da relagao trigonométrica fundamental. No estudo da trigonometria, as formulas
da soma de arcos e as formulas do arco duplo sdo fundamentais para o calculo do seno,
cosseno e tangente dos arcos e para a simplificagdo de expressodes trigonométricas. Ha
também, nesse mesmo contexto, as formulas do arco metade. Para determinar as formulas
do arco metade partiremos das formulas do arco duplo e da relagdo trigonométrica
fundamental.




Sabemos que cos2a = cos?a — sen’a e sen’a + cos*a = 1. Dai, temos que:

sen’a=1—cos?a

Substituindo na formula do arco duplo, obtemos:
cos2a = 2cos’a—1

Fazendo 2a = x e substituindo na igualdade acima, teremos:

cosx = 2cos? (g) -1

26052(;) =1+ cosx

cosz(g) L 1 +;osx

e (g) 28 1+ ;osx

De forma analoga, determinamos o seno do arco metade.

Sabemos que:

cos?la=1—sen’a

Substituindo na formula:
2 2

cos2a = cosa— sen-a

Obtemos:

cos2a = 1—2sen?a

Fazendo 2a = x, teremos:

cosx =1 — 2sen? (9—26)

—2sen? (g) =cosx—1

2sen? (9_2() =1—cosx

Saaa (g) 2t ¢ —;osx
s (9_;) —+ 1 —;:osx

Para chegarmos a férmula da tangente do arco metade, basta dividir a expressdo do seno
pela do cosseno.




% ’1—cosx
tg (5) =z 1+ cosx

Observacdo: Veja que nas formulas do arco metade o valor podera ser negativo ou
positivo. Isso ird depender do quadrante onde esta localizado o arco x/2.

1 > 2 = <
Exemplo 1. Sabendo que cos x = —e que x & um arco do primeiro quadrante, determine os

0 x
valores de sen (;) ecos (;)

Solucdo: Temos que:

o (3= o= o3 iz
X\ _ lv1+cosx_ |'1+%_ l’@_ E_i

Exemplo 2. Determine ovalor de tg 15°.

Solucdo: Podemos escrever 15° como 30°/2. Assim, teremos:

o 30°
tg 15° =tg >

Sabemos que cos30° =

2

Logo,
——— 3 |2—-43 =
i (300)_ 11— cos30° "1—\7_ 'lT\_ 23
SE L T O VB~ 2343 2+
s T3

N \
SEMINARIO 09: EQUACOES E INEQUACOES TRIGONOMETRICAS

O que difere a equagdo e inequacgdo trigonométrica das outras ¢ que elas possuem
fungdes trigonométricas das incognitas. Fungdo trigonométrica ¢ a relacdo feita entre os
lados e os angulos de um tridngulo retangulo. Essas relagdes recebem o nome de seno,
co-seno, tangente, co-secante, secante, co-tangente. Veja alguns exemplos de quando uma
equacdo ¢ trigonométrica e quando ela ndo € trigonométrica. sen x + cos y = 3 € uma
equagdo trigonométrica, pois as incognitas x e y possuem fungdes trigonométricas. x +




tg30° - y2 + cos60° = V3 nio ¢ uma equacdo trigonométrica, pois as funcdes
trigonométricas ndo pertencem as incognitas, ou seja, as incognitas independem das
fungdes trigonométricas. Veja agora exemplos de inequagdes trigonométricas e quando
uma inequagdo ndo ¢ trigonométrica por que possui fungdes trigonométricas. sen x > 3
¢ uma inequagao trigonométrica pois fungdo trigonométrica ¢ fungcdo de uma incognita.

(sen 30°) . x + 1 >2 ndo ¢ uma fungao trigonométrica, pois fungdo trigonométrica nao é
uma funcao da incégnita.

Sen X = Sen

nt-a a
>
x=a+2kn
senx=sena x={n-a)+2kn kel
Ex.: Resolva a equacdo sen x = %

T
senx= = Sen X=5en —

1

2
T St

S=x=— +2kn ou x= —+2kn, ke’

COS X =C05 a

-

NIBZ

x=a+2kn
COS X =COSa ¥x=-a+2kn ke’

Ex.: Resolva a equacdo cos x = —ﬁ CU=10, 2q]
2

cnsx=-£mx=i53+2kn —, Sz{ﬂn ?1:}

2 6 6 6




x=a+2kn
cosx=cosa x=(a+n)+2ke kel

Solugo dnica: x=a+kn ke £
Ex.: Resolva a equaciotg (x - &)= -\E U=1[0,n
4

x-F=T tkp = x= T tkr k=0 — x= "
4 3 12 12
k=1= x=19% >y (ndoconvem) S={'"
12 12

2° tipo: Artificios podem ser utilizados para fazer com que as equagdes recaiam em um
dos tipos anterior-mente estudados.
Exemplo: Resolva a equacio 2cosx—3cosx+1=0
Solugdo: Fazendo cos x =, temasEyE—Sy +1=0 e resolvendo achamos y=1 e y= 1.
Entio temos que:
cosX=1 = x=2kn ke ?
cosx= 1 = x=+ T+ 2kn ke Z
2 3

I) Mudanga de variavel:

Exemplo: Resolva a equacio

cos’x +2sen’x=_ em U=1[0, 2]

4
Solugdo: (1 —sen”x) + 2sen’ x = 7 =1+sen’x=1 = sen’x=3 = senx= :::£
4

FEN

1 2

S:{E 2‘."[-,4'“,51}
3

IT) Utilizacao das relagdes trigonométricas:
Exemplo: Resolver a equagdo sen x- sen” x =0
Solugdo: senx (1 —EEI'IEX}: 0 = senx.cosx=0
senx=0 = x=kn

cos’x=0= cosx=0= x=" +kr ke 7

2

Inequagdes Trigonométricas




Exemplo 1: Resolva a inequagdo sen x > %%.

’\\rﬁ/'

S=ixeR/ ——zkmx;—+2k~: bz},
1 6 6

Exemplo: tan o + cot & =2 com 0 < a < 2x - tenta-se reduzir todos 0s termos a seno e
COSSeno:

SEMINARIO 10: A DERIVADA E A INTEGRAL

Do ponto de vista geométrico, a derivada esta ligada ao problema de tracar a
tangente a uma curva enquanto que a integral esta relacionada com o problema de
determinar a area de certas figuras planas, mas também possui muitas outras
interpretagdes possiveis. O Calculo Diferencial e Integral surgiu através da Geometria e
da Algebra, e por ele podemos estudar taxas de variacdes de grandeza. O Calculo
Diferencial ¢ Integral, também conhecido como Calculo Infinitesimal, ou apenas de
Calculo, surgiu através da Geometria e da Algebra, e por ele podemos estudar taxas de
variagOes de grandeza, como, por exemplo, a inclinacao de uma reta, ou acumulagao de
quantidade, sendo volume de sélidos um exemplo desta tltima. Este topico importante da
matematica (topico este que da muita dor de cabeca para o povo das exatas) ¢ dividido,
basicamente, em 3 partes: limites, derivadas e integrais. Neste texto, falaremos sobre estas
duas ltimas.

O que é Derivada?

Tangente

Inclinagao = f'(x)

Para determinar uma tangente num certo ponto P, Fermat fez o seguinte: ele imaginou
outro ponto Q localizado em uma curva, formando a reta PQ e fazendo-a secante em
relacdo a esta curva. Fazendo o ponto Q “deslizar” até o ponto P, sobre tal curva, ele




obteve uma reta PQ aproximada de outra reta t, reta esta que Fermat chamou de tangente
em relacdo a curva no ponto P. Foi observado por Fermat que, em certas fungdes, nos
pontos onde a curva detinha valores extremos, a tangente ao gréafico deveria se
caracterizar como sendo uma reta do tipo horizontal, uma vez que comparada ao valor
assumido por tal fungdo num dos pontos P(x, f(x)) com o valor do outro ponto Q(x+E,
f(x+E)) proximo de P, a diferenca entre f(x+E) e f(x) era minima, praticamente
nula,quando comparada com o valor de E, diferenga entre abscissas de Q e P. Deste
modo, ele relacionou a determinacgdo de tangentes a curvas e de extremos.

Assim nascia o conceito da derivada. Dentre muitos tdpicos deste assunto (que € muito
extenso, contendo a Regra da Cadeia, a Regra de L’Hopital, entre outros), falarei de como
se resolve uma derivada basica: Imagine uma funcdo x elevada ao quadrado (x?). A
derivada desta funcao, que leremos como f ‘(x) (funcdo x linha), sera 2x,. Por qué? Vocés
concordam que f(x) = x2 pode ser lido como f(x) = 1.x2 (fun¢do de uma vez x?)? Entéo,
para definir da derivada desta funcéo, subtraimos 1 do expoente (no caso, 0 nimero 2) e
multiplicaremos o nimero do expoente original pelo nimero que esta multiplicando X,
ficando, no exemplo dado: f ‘(x) = 2.1.x**}, que é ’(x) = 2x. Dando um outro exemplo:
a derivada de f(y) = 3y® é f’(y) = 15y*.

O que é integral?

AV
AT ] S

a box

Entdo, agora vamos a outro topico: Na matematica, tudo tem seu inverso. Apenas
para dar alguns exemplos: o inverso do seno é cossecante (cossec), o0 inverso de tangente
é cotangente, o inverso de adicdo é subtracdo e o inverso de multiplicacdo € divisdo. A
derivada também tem sua inversa, que é chamada de antiderivada ou integral. A integral
pode ser definida ou indefinida, e dentro disto também temos inimeros topicos (sendo
necessarios o calculo 11, 111, 1V, E.D.O., dentro de outras varias mateérias, sé para explicar
isto). A integral é representada por |. Vou falar aqui apenas da integral indefinida.
Imagine f’(x) = 2x. A integral desta funcdo ¢ representada por g(x) = [2x dx. Para definir
esta integral, somaremos 1 ao expoente da funcéo e dividiremos tal funcéo pelo resultado
desta soma. Explicando na pratica: g(x) = J2x dx = = = x2. Outro exemplo de integral é
g(x) = [2x + 5 dx = x2 + 5. Nos dois exemplos dados acima, observamos que tanto x2
qguanto x2 + 5 sdo integrais indefinidas para 2x. Estas funcbes sdo denominadas de




integrais primitivas, e a diferenca entre elas é sempre uma constante. Ou seja: a integral
indefinida de 2x € x2 + C, onde C é uma constante real.

SEMINARIO 11: REGRAS DE DERIVACAO

O célculo de derivadas pode ser feito de duas formas: utilizando a definicdo de
derivada, que envolve um limite que tende a uma indefinicdo, ou utilizando regras de
derivacdo, cujo funcionamento é garantido pela analise matematica. Em primeiro lugar,
as derivadas, quando existem, determinam a inclinacdo da reta tangente a uma
funcéo f (x). Essa inclinacdo também é conhecida como taxa de variacéo e € utilizada para
resolver 0s mais variados tipos de problemas matematicos. Para determinar essa
inclinacdo, deve-se calcular o limite abaixo. Dessa maneira, f' (x) é a derivada da
funcdo f (X) e diz-se que f (x) € derivavel no ponto p.

f'x)=lim f(x)-f(p)
X—p X-PpP

As notacdes mais utilizadas para a derivada da fungéo f (x) séo: f' (x) ou [f (X)]".
Se essas derivadas forem calculadas no ponto p, as notacdes passardo a ser: f '(p) ou
[f (p)]'. Calcular esse limite ndo é grande desafio para fungdes polinomiais com grau 2 ou
3, uma vez que as propriedades de limites garantem que o limite das somas é igual a soma
dos limites e, dessa forma, diante do limite de um polinbmio, basta calcular os limites de
cada mondémio que o formou. Contudo, funcdes polinomiais de grau muito alto ou outros
tipos de funcBes imprimem um alto grau de dificuldade para o célculo desse limite. Dessa
forma, buscando maior agilidade e facilidade para os calculos de derivadas, € possivel
provar os resultados subsequentes, usualmente conhecidos como propriedades das
derivadas, ou regras de derivacao.

Regras de derivacao

Sejam f (X) e g (X) funcBes derivaveis e seja a um numero real qualquer. Entdo, valem as
propriedades:

i)Sef(x)=a,entdof' (x) =0.

ii) Se f (x) = ax, entédo f ' (x) = a.

iii) (Regra do tombo) Se f (x) = x3 entdo ' (x) = a-x® 1.

iv) (Derivada da soma) [f (X) + g ()] =" (X) + g' (x).

v) [af (X)]' = af" (X).

vi) (Regra do produto) [f (x) g X)]'=f" (X) g () +f (X) ' (X).

vii) (regra do quociente):

[f<x)]’_ f'(x) g (x)-f(x) g (X)

gx)| [g (X)I?

Exemplos:
Exemplo 1: Calcule a derivada de f (x) = x3
Pela regra do tombo:
fr(x)=3x"1=3x2
Exemplo 2: Calcule a derivada de f (x) = 3x*
Pela regra do tombo:




fr(x)=4-3x*"1!
frx)=12x3
Exemplo 3: Calcule a derivada de f (x) = \x
Pela regra do tombo:

f (x) = x*2
f (X) - lelZ_l
2
£1(9 = 12
2

fr(x=1
2X1/2

fr(x=1
24x

Exemplo 4: Calcule a derivada de f (x) = x?-(3x — 1)
Pode-se resolver esse problema pela simplificacdo do polindmio ou por meio da regra do
produto:

f'(x)=2x(3x-1) + x}(3-0)
f'(x) =6x>—2x +3x?

f'(x) =9x%-2x
Exemplo 5: Calcule a derivada da fungéo:
d(x)=4x3+1
5x?

No caso da funcdo d (x), temos as funcdes f(x) = 4x*+ 1 eg (x) = 5x. Portanto,
utilizando a regra do quociente, teremos:

@ (x) <[ L] 2 [4x°+ 1] 5x* - (4x°+ 1) [5x7'
g (x) (5x2)?
Logo, pela regra do quociente, a derivada da fungéo d (x) é dada por:
d*(x) = 12x2-5x2 - (4x3 + 1)-10x
(5x°)?

SEMINARIO 12: TECNICAS DE INTEGRACAO

Nem todas as integrais sdo imediatas segundo o formuldrio dado, porém alguns
métodos simples ajudam a obter as primitivas das fungdes que niao tém integracao
imediata.

INTEGRACAO POR SUBSTITUICAO

O processo consiste em substituir a varidvel da fungdo integranda por outra tal que se
recaia com algum artificio e facilidade numa das integrais imediatas. Nao ha uma regra
fixa para isso. E necessario que se faca bastante exercicios até saber optar pela melhor
substituicao.
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Seja a expressao Ig [f(x) ] f(x)dx.

) . , , du , )
Afravés da substituicio w=f(x) por u' =f(x) ou —=f"(x) ou ainda.
X

d
du= f(x)dx . vem:

jg[f(."f)]-ﬂ\')_{ﬂ"{:jg(ff}d{{:;?(fI)+C: F‘:[f(.r)]JrC',

u du
admitindo que se conhece I g(u)du.
O método da substitui¢do de varidvel exige a identificacdo deu e u’ouu e du na
integral dada.

QUESTOES RESOLVIDAS
Questao 01 Calcule as integrais indefinidas:

a) J.{x +1)° dx

Resolucdo

Fazendox+1=u ou u=x+1. temos:
diu=1dx = du=dx = dx=du

4 4
J'(x+1)3dr:J'Hgd'u:%+f:‘:(x+TD+C
bjj Ly
n+x
Resolugdo

Fazendon+x=u ou u=n+x, temos:
di=ldx=diu=dvy—= dv=du

I ! dy = [ldn:111|H‘+C:111|n+:r|+(.“
n+x du




J' ax

Bx-1*

Resolucdo

Fazendo 3x — 1=u ou u=3x— 1. temos:

du=3dvy=3dx=du :dr:%n’r;

1 1 171 1 4 1 u
dx=|— —di=—|—du=—u"du=——+C=
I;ﬁ 3 3-|n4 3j 3 -3

I(%r D _j(:’n

. +c~:_l.i3+c-:_i3+c~: I S——C
9 9 u Ou 9(3x—1)
Icns (1+ x)dx
Resolucdo

Fazendo 1 +x=u ou u=1+x, temos:
du =1dy = du=dy = dv =du

J'cos (1+x)dx = [cos udu=senu+c=sen(l+x)+C

J-u':rl —1-2xdx
Resolu¢do

Fazendo x> —1=u ou u=x’—1. temos:
di=2xdx = 2xdx=du

1

J.UE-Q.W?’X :Jv‘g-n’u —jn du =

- 3 3
C:?‘r;?+( ——(1 -D+C

N|L“|_Hm|u.-

J.efgx -sec? xdx

Resolucdo
Fazendo tg¢ x=u ou u=tg x. temos:

du =sec” xdx
J.ergx .sec” xdx :je" du=ée"+C=e%"+C

INTEGRACAO POR DECOMPOSICAO DA FUNCAO INTEGRANDA EM
FUNCOES MAIS SIMPLES




. . 1+ x .
Integrais do tipo: | 2 dx podem ser obtidas decompondo-se a fracdo

1+x
forma:

1 X
= —+ —.
1+x7 14+x? 1+x7

Temos entdo: | " I I 'Ydr, onde: | a 5
14 x° 14 x° I+x 1

=arcig x+C
+x° 14 x

[ _fl":f’f—§1n|1+xz|+c

Portanto: j d‘r—a;c’r&\+—ln|1+\ ‘+C

EXEMPLOS
Calcular as integrais:
a) I 4 5 dx
l-x
Resolucdo
Note que essa nédo é uma integral imediata. Mas, podemos observar que a fragdo

0 ' sdo os fatores de
Jogmu de 1—x*, ou seja, (1+x) e (1-x). Assim:
4 4 B
1-x* 1-x l+x
4  A(Q+x)+B(1-x) A+Ax+B-Bx A+B+Ax—-Bx _

. logo:

1-x° 1-0)1+x)  (1-01+x)  (1-0)1+x)
_(4+B)+(4-B)x
 (1-01+x)

Comparando 05 fermos, temos:

(A+B=4

QLA 5 0:>2A=4:>A=2 e B=2
4 2 2

Logo: =

< +
I-x" 1-x 1+x
[ 2

2 A
+—de:
V1—-x 1+x

d*r = 2! d'r+ ”I

Entio: J- _T_dr j

dx =

I—x l1+x
=2- ln‘l—\‘+" 111‘1+r‘+( 2 []11‘]—*(‘+]11‘1+\|]+( =

=2-In|Q-0)(1+x)[+C =2-111‘1—.\"|+C

2

na



ax
by [
) I.rz—S.r+6

Resolugdo

¥ -5x+6=0=>x=2 e x,=3

ax* +bx+c=0=a(x—x)(x—x,)=0
v —Sx46=1-(x=2)(x=3)=(x-2)(x-3)

1 _ A N B
xP-5x+6 x-2 x-3
1 ~ A(x-3)+B(x— 2) Ax—-3A+Bx—2B
Xl —5x+6 (x=2)(x-3) (x=2)x-3)
1 _ Ax+Bx-34-2B
P -5x+6  (x=2)(x-3)
1 (4+B)x+(-34-2B)
P -5x+6 (x—2)(x—3)

Comparando os termos:

[A+B 0
= A4=-1 e B=1
|-34-2B=1
1 4 B 1 -1 1

- = + = — = +
rT=5x+6 x-2 x-3 X —=5x+6 x-2 x-3

Integrando os dois membros, temos.

hY
—J{ + ! de

x? —‘S*r+-6 ¥r—2 x-3
-1
X —ST+6 x=2

——]11‘1 2‘+]11‘T 3‘+C—
¥’ S*r+6

‘3 =In|x-3|-In|x—2|+C (4plicamos propriedade de logaritmos)
X' =5x+6
x—3

x—2

In +C

=
Io
IT “sere =3¢
e
e
e

x? S*r+6




INTEGRACAO POR PARTES
Para o calculo de integrais da forma | f(x)- g’(x) dx . vamos retornar. de inicio a regra

de derivacdo do produto de duas fungdes: f(x)-g(x)]' = f(x)-g(x)+ f(x)- g'(x)
Dai. temos que:

S(x)-g'(x)=f(x)-g (] = f(x)-g(x).

o0 que integrando membro a membro, teremos:

70 g @) dv=[7(0-g @ dv = [ 1) g(x) dx

Como uma primitiva de f(x)-g(x)]" é f(x)-g(x). vem:

[7)-g'@) dv=rf(x) g()=[ /() g ()dx
Percebe-se, entdo, que, para o calculo da integral do produto de duas fun¢des, o
que se coloca como fundamental € a escolha de qual das fungdes sera chamada de f(x) e
qual sera chamada de g’(x), ja que a esperanga no uso da formula acima ¢ de que a integral
em que cairemos seja mais simples do que a integral pedida.

Exemplo:
Resolver Ix cos x dx

Resolucdo

x=u, onde dv=du
Vamos considerar e

cos x dx = dv. onde J.cnsx dx = | av
assim, se Jcos Xdv= I(ﬁ‘, entdo sen x=v
logo, pela formula J.f(n.'j -g'(x)dx= f(x)- g(n‘)—jf’(.\'j g (x)dx . temos
[xcos xdv=uv— [1' du
J- XCOS X dx =Xx-5en X — J..sen X dx
J’ xcosxdx=x-sen x—(—cos x)+ C

| xcosxdv=x-senx+cosx+C




SEMINARIO 13: TECNICAS DE INTEGRACAO APLICACOES DA
DERIVADA.

Derivadas possuem diversas aplicagbes
No dia-a-dia das salas de aula, os alunos sempre nos questionam onde séo aplicados os
conhecimentos que estdo sendo abordados. Por isto neste post queremos mostrar que
as Derivadas possuem diversas aplicacdes nas mais diversas areas do conhecimento.
Aplicacéo das derivadas na otimizagdo
Talvez a mais difundida aplicacdo das derivadas nas universidades seja na otimizacéo de
problemas. Onde utilizamos as derivadas para obter a maximizagdo ou minimizagéo de
um determinado fenbmeno. Para ser mais claro apresentarei alguns exemplos, sendo que
alguns delas ja abordamos em posts recentes

e Minimizacao do consumo de material;

e Maximizagdo do lucro em fungao das despesas;

e Maximizagdo da area em funcao do seu perimetro;

e Otimizacao do tempo na producao industrial.
Poderiamos elencar muitos outros problemas de maximos e minimos, mas como fazem
parte de outras areas do conhecimento deixaremos para mais adiante.
Aplicacao das derivadas na fisica
Queremos deixar claro que nosso objetivo ndo € esgotar as possibilidades das aplicacdes
na fisica, apenas exemplificar. Assim apresentaremos apenas as aplicacfes que julgamos
mais comuns e que provavelmente vocé ja tenha ouvido falar. A primeira delas a
velocidade que é a derivada do espago em relagdo ao tempo

'F'lff-} — d_‘}
dt

onde v e a velocidade e s a posicdo. Na sequéncia, a aceleracdo que € a derivada da
velocidade em relacéo ao tempo

dt
onde aé a aceleracdo. Assim se temos a equacao que descreve a posicdo de uma
determinada particula, conseguimos obter a equacdo da velocidade e da aceleracdo. Outra
aplicacdo é a forca que é derivada de seu momento linear em relagcdo ao tempo.
Aplicacdo das derivadas na biologia
Na biologia, trazemos o uso das derivadas no estudo do crescimento populacional. O
tamanho de uma certa populacdo em um determinado instante é dado pelas taxas de
natalidade e de mortalidade. Como ja apresentamos, as taxas relacionadas sdo duas ou
mais quantidades variando simultaneamente entre si, logo sdo derivadas.
Claro que problemas de crescimento populacional ndo sdo problemas simples de serem
resolvidos. Entretanto, nosso objetivo aqui era exemplificar um dos casos em que as
derivadas sdo utilizadas na biologia.

Aplicacdo das derivadas na administracéo




As aplicagdes das derivadas na administracdo séo fortemente ligada a economia,
pois na maior parte das vezes séo problemas que envolvem a minimizacgdo de custos ou
a maximizagé&o de lucro, como apresentamos no item acima da otimizag&o. Na linguagem
mais especifica de administradores e economistas, o custo marginal, que € variacdo do
custo total de producdo em funcdo da quantidade unitaria produzida, este é expresso
através da derivada do custo total pela quantidade produzida

g
Cm = a

onde Cii é a funcdo de custo marginal, Cio custo total e @ a quantidade total
produzida. As Derivadas possuem diversas aplicacdes em inimeras outras areas, Como
na quimica (exemplo na Lei de Boyle), medicina (exemplo concentragdo de um
substancia no organismo) entre outras. Nosso objetivo foi apenas apresentar uma ideia
em que as Derivadas possuem diversas aplicacBes, para casos mais especificas
vocé devem consultar bibliografias que sdo referéncias na area desejada.

SEMINARIO 14: APLICACOES DA INTEGRAL.

A aplicag¢dao mais direta das integrais € o calculo de areas sobre curvas. A propria
definicao de integral nos traz essa aplica¢do, quando fazemos a integral de uma fungao
do ponto ao ponto estamos calculando a area sobre a curva de entre esses pontos. Ao
introduzirmos a Integral Definida vimos que ela pode ser usada para calcular areas sob
curvas. Veremos neste capitulo que existem outras aplicagdes. Essas aplicagdes estendem-
se aos mais variados campos do conhecimento e, apenas para citar dois desses campos,
destacaremos a Geometria e a Fisica. Na Geometria, além do calculo de areas sob curvas
como ja vimos, podemos usar a Integral Definida para calcular comprimento de arcos e
volumes; na Fisica, para calcular o trabalho realizado por uma for¢ca, momento, centros
de massa e momento de inércia, além de varias outras aplicagdes. Faremos aqui, apenas,
aplicacdes geométricas.

Areas entre curvas

Denominaremos por area entre curvas a area de regides limitadas por curvas que
sdo graficos de fungdes. Vamos considerar, para melhor entendimento, o exemplo a
seguir. Exemplo 11.1 Calcular a area limitada pelas curvas. Observe, no grafico abaixo,
que as curvas se interceptam nos pontos de coordenadas (1,1) e (—2, —2). A area procurada
esta representada pela regido colorida.




Usando a notagao de area sob curvas podemos escrever:

A=A (2% +2) — A§(x) + A% (—x) — A2 (x® — 2)
E dai

XS
A= [—?—F 2.]5]
-2 -2

Este célculo pode ser simplificado através do método que passaremos a descrever. Para
isso vamos considerar duas fungdes f e g, continuas em [a, b], com f(x) > g(x) para todo
X € [a, b], e aregido do plano limitada pelos graficos de f, de g e pelas retas verticais x
=a e x = b (a figura abaixo ¢ um esbogo da regido descrita). Fagamos uma parti¢cdo do
intervalo [a, b], através dos pontos: a =x0 <x1 <.+ <xi—1 <xi<-- <xn =D e sejam
Axi=xi—xi—leti € [xi—1,xi],comi=1,23, - ,n.

1

-2

x3

1 9
R > -
2 3

Y=

D




Para cada i podemos inscrever na regido considerada um retangulo de base Axi e
altura hi (ti ), como mostrado ao lado. A soma Sn das areas desses retangulos, dada por

n
Sn - Z hf (ri)ﬂxi
i=1

¢ uma aproximagao da area da regido considerada.

Na construcdo das areas dos retangulos referidos anteriormente devemos
considerar os trés casos diferentes para o calculo de 4i (ti ), em razdo das diferentes
situagdes que a regido considerada pode se apresentar.

1) f(t) =z0eg(t;) = 0= hy(t;) = f(t) — g(t:);
2) f(t) =z0eg(t,) < 0= hi(t,) = f(g) + |g(t)| = (&) — g(t.):
3) ft) <0eglt) <0=h(t) = |gle)| - |f ()] = —g(t) + f(t,) = f(£) — g(z.).

"
FAY

Nos trés casos temos h,(t;) = f(t;) — g(t;) e, portanto,

= D ht)A, = D [F() — 9(t)1Ay,
i=1 i=1
E de se esperar que, quando A,,— 0,adrea procurada sera dada por:
A= 11111 Z[f(f} g(t)]h, = [ [f(x) — g(x)]dx.

Voltando ao Exemplo 11.1 podemos, agora, resolvé-lo pelo novo método:

1

1 ..{.3 _‘62
j [-x2+2—x]dx = [—— +2x — —}
S 3 2

-2

Volumes de sélidos de revolucao

Muitos dos s6lidos com que trabalhamos podem ser obtidos através da rotacao de
uma regido plana em torno de um eixo, denominado eixo de rotagdo. A esfera, por
exemplo, pode ser obtida girando um semicirculo em torno de um eixo que contenha o
diametro do semicirculo. Solidos obtidos dessa forma sdo chamados sélidos de revolugao.
Dada certa regido plana pode-se gerar uma infinidade de solidos de revolugdo, cada um
deles obtido em func¢ao de um determinado eixo de rotacdo. Consideraremos somente as
situacdes em que o eixo de rotagdo ¢ paralelo a um dos eixos coordenados e regido plana
limitada por graficos de fun¢des continuas. Para tanto, seja y = f(x) continua em [a, b] e
tomemos a regido limitada pelo grafico da fun¢do, pelo eixo x e pelas verticais x =a e x
= b (Fig.1). AFig.2 apresenta o s6lido de revolugdo gerado pela rotacdo da regido descrita,
em torno do eixo x (Fig. 2).




y=fix

Fig.1 Fig.2

Para chegarmos a integral definida que nos dé o volume do sélido de revolucao,
obtido como anteriormente, comecemos com uma particdo do intervalo [a, b] ¢ a
constru¢do de uma Soma de Riemann. Seja P uma particao do intervalo [a, b] através dos
pontos

A=Xg=X ==X =5;=--—-=x,=b

Consideremos ti € [xi—1, xi ], Axi= xi — xi—1 com i = 1,2,3, -+, n e, também,
como conhecida, a formula para o calculo de volume de um cilindro circular reto. O
volume V que queremos encontrar sera aproximado por uma soma de volumes de
cilindros, construidos como na figura a seguir.

y=f

Os cilindros considerados possuem raio de base igual a |f(ti )| e altura Axi .
Assim o volume Vi , do i-ésimo cilindro ¢ dado por

Vi = w[f (t:)]7Ax,

A soma dos Vi, indicada por Sn, nos d4 uma aproximac¢ao do volume pretendido, ou
seja,




n
Vv=s,= Z ﬂ—[f{:fi)]z ﬂ"‘xg )
i=1
Nao ¢ dificil constatar que essa aproximacgao torna-se cada vez melhor, a medida

que aumentamos os pontos da particdo tomada para o intervalo [a, b]. Além disso, a soma
apresentada ¢ uma Soma de Riemann para a fun¢io

F(x) = n[f ()]

no intervalo [a, b]. Portanto, podemos definir o volume de revolucao por
b
V= f wf%(x) dx.
a

Calcule o volume do sdlido de revolucao obtido pela rotagdo, em torno do eixo x,
da regido limitada pela pardbola y = x% + 1, x = 2 e pelo eixo x.

2 2
m(x*+1)dx=m [ (x*+2x%2 + 1) dx
S0

|

V=n|—+—+x
1

x° 2x3 2 206T
5 3 0 15

SEMINARIO 15: DERIVACAO DAS FUNCOES SENO, COSSENO,
TANGENTE, COTANGENTE, SECANTE, COSSECANTE.

Representagao das fungdes trigonométricas inversas
y =sen? x ouy = arc sen x

Célculo da derivada de y = sen x
y =sen X >>>y’ =cos X

Célculo da derivada de y = cos x
Yy =C0S X >>>y’ =—sen X

Célculo da derivada de y = tg x




SENX . (senx) cosx—senx(cosx)
¥Y=— =Yy = =

cosx cos’ x
. CcoS X +sen‘x \ | \ 2
Y= 2y = ——— 2y =sec X
cos” X cos™ X
Célculo da derivada de y = cotg x
_COSX (cosx)'senx —cosx(senx)’
senx sen’x
. —Sen°X —Ccos” X . -1 . 3
y' = - =y =——— =y =—cossec” x
sen”x sen’x
Calculo da derivada de y = sec x
. , , . —(cosx)
Yy =(secx) =y = =Yy =——=
Cosx cos” X
. —l—senx) . senx | \
Y=—"S =Yy = . = ¥V =lgx-secx
Ccos” X COSX COSX

Calculo da derivada de y = cossec x

_ ¥
} Lyie (senx)’

y'=(cossecx) =y’ =[

senx sen”x
, —COs8X , cosx 1 ,
- = : — y' = —cot gx - cossec X
sen-x senx  senx

Célculo da derivada de y = sen x
-1
y=8en X => X =seny

i)

derivando em relagao a x

v |

l=(seny) = l=y'cosy=y =

—
COS Y

' 1 ' 1
y'=——2y =1— lxkI
J1—sen’y 1 -x*

Caélculo da derivada de y = cos™ x




Yy =08 'X=>X=COSY

di

derivando em relagao a x

Y

[=(cosy) =>1=—y'seny = y'=

seny
' -l =y’ -l —|x|<1
J1—cos” ¥ J1-%7
Calculo da derivada de y = tg! x
y =tg 'x = x = tgy
derivando em relagao a x
r r 2 r
I=(tgy) =l=ysec'y=y =—
sec” y

r r l
= = =
y 1+tg’y TR

Célculo da derivada de y = cotg™ x
y=cotg 'Xx = X =cotgy

i)

derivando em relagao a x

Y

1 =(cotgy) =1 =y'(—cossec” y) = y'

-1 . =1

= — =
l+cotg’y g 1+x*

¥

Caélculo da derivada de y = sec x

—

-1

CcOs SECE ¥

e



y=88C X => X =s8ecy

ity

derivando em relagado a x

Y

1 =(secy) = 1=vy'(secy-tgy)= }a":;:}
secy - tgy
] ]- ] ].
y = s =y = lx[>1
sec y.q/sec y—1 xvx —1

Calculo da derivada de y = cossec™ x
Y = cossec ' X = X = cossec Y

it

derivando em relagdo a x
-1

1=(cossecy) = l=y'(—cossecy-cotgy) = y' = =
COsSsecy-colgy

-1 —1
y' = ; =y = X[z
cossec y.q/cossec’ y—1 xvx® -1

SEMINARIO 16: APLICACAO NA PREVISAO DO TEMPO; ENGENHARIA
DE PRODUCAO; VELOCIDADE INSTANTANEA.

Um exemplo pratico sobre derivadas ¢ a determinag¢do de taxa de variagdo de
alguma coisa devido a mudancas sofridas em uma outra. Um exemplo bem comum da
aplicagdo de derivadas, retirado do artigo publicado por Almeida, Amaral e Ferreira
(2017), ¢ a previsao do tempo, a qual estd em constante mudancas devido a diversos
fatores. Logo, sabe-se que partir da meia noite a temperatura em uma determinada cidade
varia de T graus em t horas, sendo definida pela seguinte fungdo: T = 0,1(400 — 40t + t?),
noqual0 <t <12
Aplicando-se a regra da derivada de uma fung¢do constante e a regra da poténcia, pode-
se calcular a derivada de T em fung@o do tempo t e obter:

dT /dt =0,1. (—40 + 2t)
Utilizando-se a propriedade distributiva e multiplicando-se a fun¢ao acima por 0,1
obtém-se:
dT /dt =—4+ 0,2t




Com a finalidade de calcular a derivada entre o periodo das cinco horas as seis horas, ¢
necessario o calculo da média destas horas. Assim tem-se t = 5,5. Aplicando este
periodo na funcdo derivada, obtém-se:

dT/dt =—-4+0,2.5,5edT/dt=-2,9 grau.

A taxa de variacdo média da area de um quadrado em relacdo ao lado quando este varia
de 2,6m a 2,8m. Seja y a area do quadrado e o seu lado, entdo temos y=f(x)=x".
E _flx+Ax)—f(x)  f(2.8) —f(26) (2.8)° —(2.6)% _784-676

Ax Ax - 28-26 0.2 B 0.2 >4

Uma caixa d’dgua em forma ctbica de aresta x ¢ preenchida com agua, determine:
a) A taxa de variacdo media do seu volume t,, quando o nivel da agua passa de

r=2max= 25m.

b) A taxa de variacdo instantanea de seu volume tem relacdo a aresta x no
momento em que o nivel da dguaestaax = 4m

Solucdo: O volume tda caixa € dado por t(x) = x® e denotemos t,, a
taxa de variacdo média do volume.

_t(25)—-t(2) (252 -2* 7625
mT 25-2 D5 05

=15.25

b) t'(x) = 3x%, quando x = 4, temos, t'(4) = 3.4* = 48m*®

Uma bola desloca-se numa rampa segundo a lei f{(t)=2t2, onde f(t)=representa a
distancia percorrida em metros em segundos. Determine: a) A taxa média de variagdo da
funcao no intervalo (0,8) e b) A taxa instantanea de variagdo da fun¢do no instante t=2s.

Solugdo:

s b S

a) Seja y=f(t). a taxa media de variacdo sera dada por. - >

_ a2 ol
Flel—flo _zef-zo? 16m/s
2-0 a

b) A taxa instantdnea de variacdo no instante t = 2 é o limite, se existir, da taxa
média de variacdo quando t — 0, isto &, a derivada de f(t), no instante t = 2s.

ft)=4t—f(2)=42=8m/s. O valor obtido & a velocidade instantdnea no
instante t = 25, que & 8 m/s.




SEMINARIO 17: APLICACAO NA FiSICA: CUSTO DE PRODUTO,
MOLESTIA EPIDEMICA, ALTURA MAXIMA.

Uma empresa quer fabricar caixas sem tampa. Cada caixa ¢ construida a partir de
uma folha retangular de papeldo medindo 8cm por 15cm. Para se construir a caixa, um
quadrado de lado medindo x c¢m ¢ retirado de cada canto da folha de papeldo, conforme
figura. Determine o valor de a fim de que a caixa correspondente tenha o maior volume
possivel.

V=(15-2x).(B-2) x

w0 15-2w H

-2

® 15-2% "

Observamos através da figura que o volume da caixa € obtido com a expressao
V(x) = (15—2x).(8 — 2x).x = 4x® — 46x % + 120x
agora vamos determinar os valores de x que tornam o volume da caixa o maximo possivel.




Sabendo que se (x=0 =V=0),{(x=75=V=0), (x=4-=V=0)
e assim o valor de x que procuramos esta no intervalo [0; 7.5]. Sendo V(x) continua
no intervalo [0: 7.5] segue-se que V fem um valor maximo absoluto neste intervalo
que deve ocomer num numero critico ou em um dos extremos do intervalo.

Para enconfrarmos os numeros criticos de V(x), procuramos Vix) e

determinamos os valores de x onde V{x) = 0 ou V(x) nado existe.
V(x) = 4x® —46x% 4+ 120x = 12x% —92x + 120. Logo V'(x) existe para todos os
valores de x.
Fazendo V'(x) = 12x* —92x + 120 =0
a=12b =-92, c =120
A= (92)2 — 4.(12).(120) = 2704 — VA= 2704 = 52
_—b+VA —(-92)+52 144

MT T Tz = e
_b-VE —(-92)-52 40 5
METHa T 2(12) 2473

V) =0 e v(i) — 250

2 o

|

. . g50
Logo o volume maximo sera de TcmE quando x =

SEMINARIO 18: INTEGRACAO DAS FUNCOES SENO, COSSENO,
TANGENTE, COTANGENE, SECANTE, COSSECANTE.

Para integrais com produtos de fung¢des trigonométricas, lembre-se das derivadas
de sen(x), cos(x), tg(x), sec(x), cotg(x) e cossec(x) e separe, seguindo o seu bom senso,
termos com essas derivadas para facilitar uma substituicao. Apresentadas as integrais de
fungdes trigonométricas que se resolve através das relagdes trigonométricas bem como
pelos métodos de resolucdo de integrais ja apresentados. Desta forma, inicialmente serdo
apresentadas integrais que envolvem uma unica fungao trigonométrica, dando sequéncia
para algumas relagdes trigonométricas, finalizando com fungdes que envolvem estas
relagdes trigonométricas.

J senudu e J cosu du

Estas integrais indefinidas sdo tabeladas como:




[senudu= —cosut+c e

[ cosudu=senu+ec.

Lembrando que c € constante.
Vejamos um exemplo
Calcular

f[x + 1)sen(x + 1)%dx

Fazendo a substituicéo
u=(x+1)? - du=2(x+ 1)dx

Portanto:

du
- = (x + 1)dx

Desta forma a integral fica:

du 1
f{.r + 1)sen(x + 1)*dx = fsenu -3 fsenu, du

1
= ——cosu+trc

1
—Ecos{x +1)7 +¢

Outro exemplo
1
f e?* cos(e?) dx
0

Chamando
u=e - du = 2e*dx

Temos,




du

— =X dx

Fazendo a substitui¢do, temos:

1 1
f e?* cose®dx = Ef cosu du
0

1 1 1

=—senu = — sene
2 2

2x

2

= E[Zsen e~ —senl)

Observe que no momento da substitui¢io de e?* por u os limites de integracio niio
foram colocados. Apenas quando se substitui u por e** é que se recolocaram os limites de
integracdo. Uma maneira mais elegante de se apresentar o céalculo ¢ fazé-lo como se
segue.

Chamando-se:

u=e? = du=2e*dx

Portanto

du

2x
- = .
5 e X

Substituindo-se os limites de integragao.
x=0—-u=1

xr=1—-u=e

Assim,
1 | - 1 gz l EE
J‘ e?* cos(e?)dx = = J‘ cos u du = = senu
0 2 1 2 1
1 5 _
=3 (sen e® — senl)

INTEGRAIS DO TIPO

f tgudue f cotgu du

Lembrado que
COSU

tqu =" g cotgu = — =
g Cosu g tagu senu’

Portanto




senu
f tgudu = J. du
cos u

Substituindo
v =rcosu — dv = —sen u du
Temos
sen udu = —dv
Assim,
dv
tgudv = — | — = —In|v| +¢
v
= —In|cosu| +c
= In|(cosu)™ | +c=1In +c
' COSU
= In|secu| + ¢
Pois
1
=secu
cosu
E também
cosu
cotg udu = du
senu
Susbtituindo
v =senu — dv = cosu du
Finalmente

dv
fr:atg udu = J-?=ln|v| +c
= In|senu| + ¢

Para o caso de




f secudu e f cosec U du

Multiplicando por
seC u+igu o CoSeC U—cotgu
EeCu+igu cosec U—Ccotg u
Resolvendo
secu (secu +tgu)
secu du = du
(secu + tg u)
Substituindo

v =secutgu— dv= (secutgu+ sec’u) du
Segue

dv = secu(tgu + secu)du

du
J-secu du = j—=1n|v| +c
v

= In|secu +tgu| +c

Reolvendo a cossecante

cosec u (cosec u — cotgu)
cosec udu = du
(cosec u — cotg u)

Resolvendo
7 = cosec u — cotg u — dv = —cosec u cotg u — (—cosec®u)

dv = cosec u(cosec u — cotg u)du
Portanto
dv
cosecudu= | —=In|v|+c¢
v

= In|cosec u — cotg u| + ¢




SEMINARIO 19: APLICACAO NA FiSICA: CALOR E REALIZACAO DE
TRABALHO

Vamos entender como acontece algumas situagdes da Termodindmica: como
aquecimento, retragdo e dilatagdo. A partir dai, conhecer a defini¢do, tendo a oportunidade
de estudar as formulas e um aprofundamento nas aplicagdes utilizando o calculo.
Exemplo
Sabemos que o raio do prato quando aquecido aumenta a uma taxa de:

dr

dt
Seja A, a area do prato e r o raio temos
A=m-r’.
Queremos a taxa da area do prato, que podemos escrever:

dA B dA dr

= 0, 0lem/min.

PR
Diferenciamos a equagao da taxa da area do prato, e temos:
dA  dA dr
dt — dr dt
dA | dr

— =T —.
dt dt
Substituindo os valores temos:

- - ')-H . B} - .
pTE 50 - 0,01

dA 0
— = wem* /min
dt !

A 4rea do prato aumenta a uma taxa de rem?/min.

Quando um prato circular de metal é aquecido em um forno, seu raio aumenta a uma
taxa de 0, 0lcm/min. A que taxa a area do prato aumenta quando seu raio ¢ de 50cm?




SEMINARIO 20: APLICACAO DA INTEGRAL NA FiSICA
(FLUXO ELETRICO E CARGA ELETRICA)

~

Se E é um campo elétrico, entao ﬂ E - dS é chamada fluxo elétrico
S
de E através da superficie. A Lei de Gauss diz que a carga total

englobada por S é
Q= Eoﬂ E - dE,
S

em que e € uma constante conhecida como permissividade no vacuo.

Se o campo vetorial do Exemplo anterior representa um campo elétrico, entdo a carga
envolvida por S € Q = 4meo/3.

(FLUXO DE CALOR)
Suponha que a temperatura em um ponto (x,y.z) seja u(x,y,z). O
fluxo de calor é definido como o campo vetorial

F=-KVu,

em que K e uma constante denominada condutividade. A taxa de
transmissao de calor através da superficie S no corpo é dada por

JfF«dS:—JfVU-dS.
s S
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