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RESUMO

Buscou-se neste trabalho analisar uma proposta de ensino de Geometria
Esférica no ensino médio por meio do software Geogebra, em uma turma do 2°
ano do ensino medio, de uma escola publica na cidade de Manaus-AM. Para
tanto, dentre outros objetivos, buscou-se apresentar uma sintese da historia da
Geometria, especialmente a problematica do quinto postulado de Euclides, e
também da origem das Geometrias ndo-Euclidianas por meio das mais
significativas tentativas de demonstracdo do quinto postulado. Também se
buscou introduzir os conceitos essenciais da Geometria Esférica, demonstrando
alguns de seus principais resultados. Além disso, foi elaborado e aplicado um
conjunto de atividades fundamentadas no modelo de desenvolvimento do
pensamento geométrico de van Hiele, utilizando o software Geogebra, no intuito
de introduzir os conceitos essenciais da Geometria Esférica. Como resultado,
constatou-se que o0s alunos obtiveram uma aprendizagem significativa de
Geometria Esférica através de atividades desenvolvidas através do uso do
software Geogebra, fundamentadas no modelo de van Hiele, evidenciando que
essa é uma boa estratégia de introduzir esse conteddo no ensino basico.

Palavras-Chave: Matematica; Geometria Esférica; Software Geogebra; Ensino-

Aprendizagem
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INTRODUCAO

No exercicio da docéncia, frequentemente o0s professores sao
qguestionados acerca tanto da origem quanto da funcdo de determinados
conceitos matematicos. Segundo os Parametros Curriculares Nacionais — PCNs
(BRASIL, 1998), a importancia do ensino de Geometria ensino basico € baseada
no fato de seus conceitos promoverem ao sujeito a chance de refletir, de forma

alternativa, acerca de diferentes campos.

Situagbes quotidianas e o exercicio de diversas profissoes,
como a engenharia, a bioquimica, a coreografia, a arquitetura, a
mecéanica etc., demandam do individuo a capacidade de pensar
geometricamente. Também é cada vez mais indispensavel que as
pessoas desenvolvam a capacidade de observar o espago
tridimensional e de elaborar modos de comunicar-se a respeito dele,
pois a imagem € um instrumento de informac&o essencial no mundo
moderno. (BRASIL, 1998, p.122)

Mesmo que circunstancias do dia a dia tenham uma grande relevancia no
tocante ao entendimento dos conceitos por parte dos estudantes, os PCNs
(BRASIL, 1998) enfatizam o valor de esta metodologia ndo ser a Unica utilizada

para a introducédo de novos conteudos.

Duas forcas indissociaveis estdo sempre a impulsionar o
trabalho em Matematica. De um lado, o permanente apelo das
aplicagcbes as mais variadas atividades humanas, das mais simples na
vida cotidiana, as mais complexas elaborac¢des de outras ciéncias. De
outro lado, a especulacdo pura, a busca de respostas a questdes
geradas no préprio edificio da Matemética. A indissociabilidade desses
dois aspectos fica evidenciada pelos inUmeros exemplos de belas
construcdes abstratas originadas em problemas aplicados e, por outro
lado, de surpreendentes aplicagBes encontradas para aa mais puras
especulacdes. (BRASIL, 1998, p. 24)

No contexto histdrico, pode-se notar que se priorizam, no ensino basico,
o ensino da Algebra e da Aritmética, ao passo que o ensino de Geometria, na
maior das vezes, € relegado a um segundo plano, sobretudo em escolas
publicas. Pode-se notar também que, da mesma maneira que ha um nitido
descaso do ensino da geometria, ha uma visivel falta de preparo da maioria dos
docentes de matematica no que se refere ao ensino deste contetudo. De acordo
com Pavanello (1993), o indicativo disto mostra-se na grande busca de docentes
por cursos de geometria ofertados por universidades, em convénio ou ndo com
as Secretarias de Educacéo.

Pavanello ainda afirma que:



A inquietacdo com o abandono da geometria — abandono este
qgue é, na verdade, um fendmeno mundial — parece estar ligada a
guestdes de ordem educacional. O estudo da geometria nao foi
considerado, durante séculos, como indispensavel a formacao
intelectual dos individuos e ao desenvolvimento da capacidade de
hébitos de raciocinio? Privar individuos deste estudo ndo acarretaria
prejuizos a sua formacao? A auséncia de um trabalho com a geometria
nao prejudicaria uma visdo integrada da matematica? (PAVANELLO,
1993, p. 7)

Pode-se notar que no ensino basico ha ndo somente um segregamento
entre os conteudos de aritmética, algebra e geometria; como também estes séo
ensinados de modo separado e por docentes diferentes. Partindo desse ponto,
o contetdo mostrado passa a ser abordado de maneira estritamente abstrato,
sem que ocorra nenhuma atencéo as aplicacdes préaticas. Certamente, o ensino
da Geometria Euclidiana, quando acontece, é realizado partindo-se da
reproducao de processos mecanizados o que contribui para a ndo compreensao
dos processos realizados. O ensino da Matematica no ensino béasico, em
especial da Geometria, infelizmente, ndo é incentivado de modo adequado,
criando dessa maneira a falta de interesse e a ndo aceitacdo de grande parte
dos estudantes.

No entanto, o escopo deste estudo esta longe de ser o levantamento da
problematica do ensino da Matematica no Brasil, mas sim destacar a relevancia
do ensino tanto da Geometria Euclidiana quanto das Geometrais nao-
Euclidianas, principalmente da Geometria Esférica.

Pode-se considerar que o estudo dos conteudos relacionados as
Geometrias ndo-Euclidianas, principalmente a Geometria Esférica, favorece o
processo de aprendizagem geométrico dos estudantes do ensino basico. A
Geometria Esférica, que € um exemplo de Geometria ndo-Euclidiana, é a
geometria mais préxima da realidade do ser humano, uma vez que este vive num
planeta cujo formato se assemelha a uma esfera. Isso faz com que estudar
Geometria Esférica seja relevante para que os estudantes compreendam o0s
fenbmenos que ocorrem em suas vidas.

Essa Geometria abre um gama de possibilidades tanto para o
entendimento dos proprios conceitos geométricos quanto para a aplicacéo
desses conceitos em varios campos, como navegacéao, cartografia e etc, e faz
com que o estudante veja e compreenda melhor o mundo onde vive. Portanto,

acredita-se que a introducéo deste conteldo no ensino basico possa consolidar



a aprendizagem da Geometria e torna-la mais estimulante, pois pode exibir o
quanto a Matematica esta presente no dia a dia.

Neste estudo serdo apresentadas propostas de atividades
fundamentadas na metodologia de elaboracdo do pensamento geométrico de
van Hiele e do uso de ferramentas computacionais no ensino basico a respeito
da insercdo do conceito de Geometrias ndo-Euclidianas e dos contetdos da
Geometria Esférica.

A seguir sera mostrada a organizacao deste trabalho. No capitulo 1 sera
realizada uma exposicdo sintética acerca da historia da Geometria e serdo
abordadas as principais tentativas de demonstracdo do quinto postulado que
deram origem as Geometrias nado-Euclidiana; em seguida, serdo mostrados
alguns conceitos essenciais da Geometria Esférica, alguns de seus resultados,
como por exemplo o Teorema de Girard. No capitulo 2, destinado a exploracao
da metodologia dessa pesquisa, serd mostrado o modelo de desenvolvimento
do pensamento geométrico de Van Hiele que foi adotada como referencial
tedrico e metodoldégico para esse estudo; bem como sera apresentada uma
proposta de sequéncia didatica que visa introduzir a Geometria Esférica a
estudantes do ensino béasico, sendo todas elas desenvolvidas para fazer uso do
software de Matematica dindmica Geogebra. No capitulo 3 serdo apresentados
os resultados e analises da aplicacdo da sequéncia didatica. Por fim, sera

apresentada na ultima parte deste estudo a conclusdo dessa pesquisa.



CAPITULO 1
1.1GEOMETRIAS EUCLIDIANA E NAO-EUCLIDIANA

Neste capitulo, busca-se apresentar uma sintese da historia das
geometrias euclidiana e nao-Euclidiana. Mostrando sua origem e
desenvolvimento, principais matematicos que contribuiram para 0 seu

desenvolvimento.

1.2A origem da Geometria

Ao longo dos ultimos séculos do segundo milénio a. C aconteceram varias
modificacdes na esfera politica e econdmica do planeta que, por outro lado,
ocasionaram a diminuicdo da influéncia dos babilénios e gregos em varios
campos, como a Matematica. Nesse contexto, 0s gregos assumiram a lideranca
no desenvolvimento da Geometria. Para esses, era necessario que fossem
determinadas as propriedades geométricas ndo por procedimentos
experimentais, mas por argumentos logicos.

De acordo com Eves (2011), os dados mais relevantes concernentes a
Geometria desse tempo séo oriundos do Sumario Edemiano, de Proclus, durante
o século V a. C., proximo de quinhentos anos do comeco do desenvolvimento da
Matematica grega. Assim, ele passou a ter contato com um variado conjunto de
estudos histéricos que se perderam com o tempo, excetuando-se poucos que
haviam sido anexados por ele e outros estudiosos.

No inicio, de acordo com o Sumario Eudemiano, a Geometria grega se
originou primeiramente com o estudo de Tales de Mileto, registrado na primeira
metade do século VI a.C. Os estudos preliminares relativos a Geometria
demonstrativa sdo relacionados a Tales, da mesma maneira o uso de métodos
dedutivos na geometria.

O filbsofo e matematico Pitdgoras, nascido em 572 a.C. na ilha de Egeia
de Samos, € muito citado no Sumario Edemiano. Ele foi indicado como herdeiro
da metodizacdo da Geometria da Geometri comecada por Tales. O periodo
posterior a sua residéncia no Egito, quando regressa a Samos, Pitagoras
precisou se mudar para Crotona, colénia grega, no sul da Italia, devido ao
dominio do tirano Policrates. Nessa localidade, ele estabeleceu a prestigiada
escola pitagérica, uma organizacéo criada por misticismo e aplicada no estudo

da Filosofia, Matemaética e entre outros.



Nos dois séculos posteriores ao estabelecimento da escola pitagoérica,
produziram-se uma ampla quantia de conteidos matematicos. Ao longo desse
tempo, a algebra geométrica grega se desenvolveu grandemente, sobretudo no
gue se refere a teoria sobre proporcdes. Esta teoria era abastadamente plena e
utilizada para deduzir propriedades de figuras planas, contudo restrita as
grandezas comensuraveis.

Os pitagoricos foram surpreendidos pela evidenciacdo das grandezas
incomensuraveis, acarretando um impasse de assentimento, uma vez que, até
aquele momento, todo o saber matematico era fundamentado em numeros
racionais.

Segundo Eves (2011), naquele tempo, diversas tentativas de
demonstracao logica da Matematica foram feitas, especialmente da Geometria.
Contudo, o trabalho de Euclides, desenvolvido em torno de 300 a.C. e
denominada Os Elementos, tornou-se o primeiro a possuir um carater dedutivo
formal. Este trabalho é constituido de 13 livros possuindo um total de 465
proposicdes e reuniu todo o saber matematico existente até aquele momento,
tornando-se a matriz da mateméatica moderna.

Nesse intervalo entre Tales e Euclides ocorreram vastas melhorias na
Matematica grega. Naquele tempo, significativa parcela da Geometria de curva
foi desenvolvida, motivada por incessantes tentativas de solucionar trés famosos
problemas geométricos: a duplicacdo do cubo, o problema da trisseccéo e a
quadratura do circulo.
1.3A Geometria de Euclides

Depois de varios eventos de ordem politica e territorial, em torno de 306
a.C., o governo do Egito foi assumido por Ptolomeu, que elegeu Alexandria sua
nova capital. Tendo o intuito de trazer pensadores influentes para sua cidade,
ele estabeleceu a prestigiada Universidade de Alexandria. Objetivando construir
um grupo de intelectuais de alto escaldo para a universidade, foram convidados
por Ptolomeu varios matematicos célebres, dentre esses Euclides.

De acordo com Eves (2011), acerca da vida pessoal de Euclides quase
nada se sabe, porém cré-se que ele era natural de Atenas. H& grandes sinais de
gque o matematico tenha sido professor-fundador da prestigiada Escola de
Matematica da Universidade de Alexandria. Proclus e Papus de Alexandria sdo

0S responsaveis por aquilo que se sabe acerca de Euclides, devido aos registros



que fizeram em Os elementos e os dados de Euclides. Sobre a formacéo
matematica de Euclides, provavelmente ocorreu na escola platdnica de Atenas.
Embora tenha feito muitos estudos, Euclides se tronou famoso de seu mais

célebre trabalho: Os Elementos.

1.3.1 Os Elementos, de Euclides

Este trabalho do mateméatico grego € constituido de 465 proposicdes
dispostas em 13 livros. Diferentemente do que se pode pensar, a principio, este
trabalho ndo trata apenas de tdpicos relativos & Geometria, mas também de
topicos relacionados a diversos campos da Matematica.

De acordo Roque (2012), os livros que constituem o trabalho Os

Elementos estdo estruturados desta maneira:

Tabela 1 - Estrutura da obra Os Elementos, de Euclides

Livro | Os fundamentos da geometria plana

Livro Il Algebra geométrica

Livro 1l Teoria da circunferéncia

Livro IV Figuras inscritas e circunscritas

Livro V Teoria das proporcdes abstratas

Livro VI Figuras geométricas semelhantes e proporcionais
Livro VII Fundamentos da teoria dos niUmeros

Livro VIII Continuacao de proporcao e teoria dos niumeros
Livro 1X Teoria dos nUmeros

Livro X Classificacao dos incomensuraveis

Livro XI Geometria dos solidos

Livro XII Medicao de figuras

Livro XIII Solidos regulares

Embora os tépicos matematicos apresentados em Os Elementos sejam
de grande relevancia, decerto, a maneira formal com que eles sdo exibidos é um
dos motivos que atribuem enorme valor & obra como um todo. Esse trabalho
influenciou véarios mateméticos e se transformou em um modelo da Matematica

contemporanea.

1.3.2 Os axiomas e postulados de Euclides
Segundo Eves (2011), a maioria dos gregos distinguiam axiomas e
postulados. Pode-se observar os trés conceitos principais desses termos a
sequir:
.  Um axioma € uma assertiva admitida como autoevidente; um

postulado é uma elaboracéo de algo tido como autoevidente; dessa



forma, os axiomas e os postulados estédo entre si, em sua maioria,
como os teoremas e 0s problemas de construgao.

Il. Um axioma é uma suposicdo comum a todas as ciéncias, a medida
gue um postulado € uma suposicdo inerente a uma ciéncia
especifica em estudo.

[l.  Um axioma €& uma suposicdo de algo que é, simultaneamente,
evidente e admissivel para o aluno; um postulado € uma suposicao
de algo que ndo é nem absolutamente admissivel para o aluno.

N&o se sabe sobre a origem que motivou a elaboragdo das assercoes
como postulados e axiomas na Geometria Euclidiana, propostas no Livro | de Os
Elementos. Contudo, ha indicios que Euclides tenha feito uso do segundo
conceito mencionado acima, e depois, julgado axiomas como principios comuns
de sua teoria, e postulados relativos a principios conectados a Geometria. Ainda
segundo Eves (2011), os cinco postulados e axiomas de Euclides séo:

Postulados:

P1. E possivel tracar uma linha reta de um ponto qualquer a outro ponto
qualquer.

P2. E possivel prolongar uma reta finita indefinidamente em linha reta.

P3. E possivel descrever um circulo com qualquer centro e qualquer raio.

P4. Todos os angulos retos séo iguais entre si.

P5. Se uma reta intercepta duas retas formando angulos interiores de um
mesmo lado menores do que dois retos, prolongando-se essas duas retas
indefinidamente elas se encontrardo no lado em que os dois angulos sdo
menores do que dois angulos retos.

Axiomas:

Al. Coisas iguais a mesma coisa sao iguais entre si.

A2. Adicionando-se iguais a iguais, as somas sao iguais.

A3. Subtraindo-se iguais de iguais, as diferencas s&o iguais.

A4. Coisas que coincidem uma com a outra s&o iguais entre si.

A5. O todo é maior do que a parte.

Partindo-se desses postulados e axiomas, o matematico grego conseguiu
deduzir as 465 proposi¢cdes de seus 13 livros fazendo uso de ideias légicas e

demonstracdes formais.



Contudo, em razao do enunciado do quinto postulado ser pouco nitido, a
aceitacdo desse nao ocorreu facilmente e ocorreram varias tentativas de
demonstracdo do mesmo como se ele fosse um teorema, isto €, ocorreu de se
crer que o quinto postulado era uma derivacdo dos demais axiomas e postulados

e, portanto, foram feitas inUmeras tentativas de demonstra-lo por muito tempo.

1.40s esforcgos relevantes de demonstracao do quinto Postulado

As diligéncias para demonstrar o quinto postulado de Euclides partindo
dos outros postulados e axiomas mantiveram diversos matematicos ocupados
por aproximadamente dois milénios, ocasionando, portanto, um desenvolvimento
relevante na Matematica. Ocorreram varias melhorias nessas tentativas de
demonstracdo, todavia, ao término todos esses empreendimentos
fundamentaram-se em suposicdes implicitas equivalentes ao quinto postulado.

Em seguida, de acordo com Eves (2011), Gomes (2014) e Roque (2012),
mostraremos uma sintese das tentativas de demonstracdes mais conhecidas do

quinto postulado.

1.4.1 Girolamo Saccheri (1667- 1733)

Girolamo Saccheri, jesuita italiano, foi quem publicou pela primeira vez
um trabalho mateméatico sobre o quinto postulado de Euclides. Existem poucos
dados relacionados a sua vida pessoal, porém € sabido que depois da concluséo
de seu noviciado, ele usou grande parte de sua histéria no exercicio da docéncia.

O matematico italiano ao fazer a leitura da obra Os Elementos, de
Euclides, fascinou-se com os métodos de demonstracdes por absurdo usados
no trabalho euclidiano e, tempos depois, fez a publicacéo de seu trabalho Logica
Demonstrativa, no qual utilizou os métodos de demonstracdo que Euclides fez
uso, da mesma maneira como a utilizacao da légica formal.

O método de reducdo ao absurdo foi utilizado por Saccheri em seu
trabalho do quinto postulado, redigindo a obra Euclides sem qualquer
imperfeicdo, publicado apenas depois de seu falecimento no ano de 1733. Nessa
obra, as 28 proposicdes iniciais de Os Elementos sdo admitidas, sendo
plenamente independentes do quinto postulado. Desde entéo passou a trabalhar
comecgando a partir de um quadrilatero ABCD com diagonais AD e BD, tais que

A e B sdo dois angulos retos e AD e BC sdo congruentes (Figura 1). Este



quadrilatero se tornou muito famoso e foi batizado, mais tarde, de “Quadrilatero

de Saccheri”.

Figure 1 - Quadrilatero de Saccheri

Al 'B
Fonte: arquivo da autora.

Quando se traca as diagonais BD e AC e utilizar determinadas
proposicdes de Euclides (dentre elas os teoremas de congruéncia de triangulos),
Saccheri demonstrou que os angulos C e D s&o congruentes. Desse modo, ficou
restando ao matematico investigar trés hipoteses para esses angulos:

|. HipGtese de os angulos serem agudos;

Il. HipGtese de os angulos serem retos;

lll. HipGtese de os angulos serem obtusos.

De acordo com Eve (2011), o programa de trabalho de Saccheri era
constituido de buscar um absurdo aos levar em consideracéo as hipéteses de os
angulos serem agudos ou obtusos. Desse modo, a hipotese de os angulos serem
retos deveria ser valida. Ao admitir de maneira implicita a infinitude da reta,
Saccheri eliminou a hipotese do angulo obtuso, porém o caso relacionado a
hipétese do angulo agudo apresentou-se mais complexo.

Nesse contexto, 0 matematico fez uso das no¢des obscuras de conceitos
matematicos utilizados na sua demonstracéo e, assim, a contradicdo vista foi
forcada. Sem que notasse, na tentativa de demonstragéo do quinto postulado ele

obteve resultados importantes para as Geometrias ndo-Euclidianas.

1.4.2 Johann Heinrich Lambert (1728-1777)
O Matemaético suico Johann Heinrich Lambert nasceu em 1728 e publicou
um trabalho parecido ao de Saccheri, algum tempo depois da morte deste,

intitulado Teoria das Paralelas. Neste estudo, ele considerou que um quadrilatero



ABCD, posteriormente chamado de “Quadrilatero de Lambert”, em que os
angulos A, B e € sao retos (Figura 2).

Figure 2 - Quadrilatero de Lambert

Fonte: arquivo da autora.

Da mesma maneira que Saccheri, Lambert também levou em

consideracao as trés hipoteses para o quarto angulo D:
|. Hipotese do angulo agudo;
Il. Hip6tese do angulo reto;
lll. Hip6tese do angulo obtuso.

O matematico suico provou que paras as trés hipoteses, a soma dos
angulos internos de um triangulo € menor que, igual ou maior que dois angulos
retos, que sdo equivalentes as hipoéteses 1, 2 e 3, respectivamente. Ele chegou
a resultados, substancialmente, avancados se contraposto aos obtidos por
Saccheri. Do mesmo modo que Saccheri conseguiu excluir a hipétese do angulo
obtuso assim o fez Lambert, contudo, seus resultados acerca da hipétese do

angulo agudo da mesma forma nao foram precisos.

1.4.3 John Playfair (1748-1819)

Nascido na Escécia em 1748, John Playfair recebeu educagéo domiciliar
de seu pai até o principio de sua adolescéncia, momento em que fora
encaminhado a Universidade de St Andrews, lugar em que obteve reveréncia e
consideracdo de docentes em razdo da sua apticdo matematica. Alguns anos
depois, 0 matematico escocés obteve a funcdo de docente na Universidade de
Edimburgo e, de acordo com Gomes (2014), em 1795, alcancou a equivaléncia

do quinto postulado. Indubitavelmente, tal equivaléncia € a mais renomada e



mais facil de entender. Frequentemente denominada como “Postulado das
Paralelas”, foi publicada em seu estudo denominado Elementos de Geometria
em 1795. Mostra-se em seguida tal equivaléncia, que para uma demonstracao

dessa, verificar Eves (2011):

Por um ponto fora de uma reta pode-se tragar uma Unica reta paralela a reta dada.

1.4.4 Adrien-Marie Legendre (1752-1833)
Adrien-Marie Legendere, nascido em 1752, tornou-se um dos
matematicos mais relevantes de sua época. Ele colaborou para varios campos

como Estatistica, Teoria dos Numeros e Equacdes Diferenciais.

Seus esforgcos para provar o quinto postulado aparecem em seu trabalho
Os Elementos de Geometria, sendo o mais influente de sua época e propiciando

a popularizacao do problema do Postulado das Paralelas.

Na tentativa de provar o quinto postulado, Legendre assumiu que a soma
dos angulos internos de um triangulo fosse menor, igual, ou maior que dois
angulos retos. Ele conseguiu facilmente eliminar a terceira hipétese, entretanto,

mesmo com diversas tentativas nao foi possivel eliminar a primeira hipétese.

1.5GEOMETRIAS NAO-EUCLIDIANAS

O quinto postulado de Euclides, supracitado, ndo foi aceito plenamente
desde a sua publicacdo em Os Elementos, ja que seu enunciado nao foi
considerado intuitivo, assim como, pela razéo dele fazer uso desse postulado
somente na 292 proposicao. Por muito tempo, varias tentativas de demonstragédo
desse postulado foram feitas, como as supracitadas. Essas se deram no comeco
do século XIX e conduziram ao aparecimento de novas geometrias
(contemporaneamente  chamadas de  Geometrias  né&o-Euclidianas)

aproximadamente dois mil anos depois do comeco da Geometria Euclidiana.

Os pioneiros que, efetivamente, desconfiaram que o quinto postulado
realmente era independente dos outros, isto €, que ndo se poderia demonstrar o
quinto postulado partindo dos demais, foram Carl Gauss, Janos Bolyai e Nicolai
Lobachevsky; fazendo uso da equivaléncia de Playfauir eles lidaram com estas

hipéteses:



|. Por um ponto fora de uma reta, é possivel tracar mais do que uma reta

paralela a reta dada.

II. Por um ponto fora de uma reta, ndo é possivel tracar nenhuma reta

paralela a reta dada.

Sera exposto em seguida uma sintese histérica do aparecimento das

Geometrias ndo-Euclidiana.

A organizacdo em seguida esta fundamentada no ano em que nasceram

0S matematicos Gauss, Bolyai, Lobachevsky e Riemann.
1. Carl Friedrich Gauss (1777-1855)

Nascido em Brunswick em 1777, Carl Friedrich Gauss era filho de
trabalhador do campo, que ndo motivava a se educar. Todavia, ainda que ndo
tenha conseguido estudar, sua mae o incentivava a fazé-lo. Gauss se apresentou
um menino talentoso e, assim, obteve muitos olhares e motivagdes. De acordo
com Eve (2011), considera-se este matemético como sendo o maior de todos do
século XIX e, ao lado de Isaac Newton e Arquimedes, um dos melhores de toda
a historia. Gauss colaborou significativamente em varios campos como Algebra,

Geometria, Astronomia, entre outras.

Existem sinais de que Gauss tenha sido um dos pioneiros a lidar com
Geometrias ndo-Euclidianas. De fato, acredita-se que ele comecou a lidar com
Geometrias ndo-Euclidianas aos 15 anos, isto €, em 1792, todavia ndo ha
nenhuma publicacdo dele nesse campo. A razdo para Gauss divulgar seus
achados do campo estd relacionada a seu excessivo perfeccionismo. O
matematico s6 divulgou seus trabalhos terminados e, desse modo, né&o
disseminou seus resultados conseguidos acerca de Geometrias nao-
Euclidianas. Somente depois de seu falecimento que foram encontrados alguns
de resultados obtidos por ele.

2. Janos Bolyai (1802-1860)

Extremamente influenciado pelo pai, Farkas Bolyai, que era docente de
Matematica e tinha uma relacdo proxima de coleguismo com Gauss, Janos
Bolyai foi um oficial Hangaro; desde crianca, este apresentou grande entusiasmo

pelo Postulado das Paralelas.



Bolyai, em 1823, avisou seu pai por meio de uma carta sobre seu
interesse com as recentes pesquisas acerca do Postulado das Paralelas;
chegando a declarar que “a partir do nada, eu criei um mundo totalmente novo”
e intitulou sua teoria de “ciéncia absoluta do espac¢o”. Em contestacédo, seu pai
buscou aconselha-lo a abandonar tal ideal em razdo da alta complexidade da
empreitada. Segundo Greenberg (2001, p. 161), em um dos registros
enderecados a Bolyai, seu pai afirma: “Vocé nao deve tentar essa abordagem
das paralelas. Eu sei o caminho para o final. Eu atravessei uma noite sem fundo,
na qual extingui toda a luz e alegria da minha vida. Eu suplico a vocé, deixe a
ciéncia das paralelas sozinha...”. No entanto, Bolyai ndo abandonou e, em 1829,

terminou o estudo e se tornou possivel sujeitar a seu pai.

A divulgacao de seus resultados se deu em 1832, no formato de um
apéndice em um estudo de Farkas, intitulado O Tentamen. Farkas encaminhou,
em seguida, o estudo de Bolyai para Gauss analisar e conseguiu como retorno
gue o companheiro ficara impressionado com o estudo, porém que obtivera tais
resultados tempos antes. Mesmo Gauss nao publicando estudos com 0 mesmo
assunto dos de Bolyai, ha indicios de que ele conseguiu alcancar realmente tais
resultados antes, como fora supracitado.

3. Nicolai lvanovitch Lobachevsky (1793-1856)

Em 1793 nasceu Nicolai Ivanovitch Lobachevsky, na RuUssia, onde
ascendeu académica e profissionalmente, lugar em que lecionou e assumiu a
fungéo de reitor na Universidade de Kazan. Seu estudo pioneiro foi acerca de
Geometrias que ndo conseguiam satisfazer o quinto postulado de Euclides,
sendo divulgado aproximadamente em 1830 no Kasan Bulletin, alguns anos
antes do estudo de Bolyai, e mesmo sem ter ciéncia do estudo deste. Todavia,
esse estudo quase nao teve prestigio na Russia e, por ter sido redigido em russo,

quase nao teve importancia em outras nagoes.

O estudo de Lobachevsky obteve gléria apenas depois de seu falecimento
e a Geometria ndo-Euclidiana que ele desenvolveu ficou denominada de

“Geometria de Lobachesvky” e atualmente € chamada de Geometria Hiperbdlica.

A criacdo da geometria de Lobachevsky néo sé libertou a geometria
como também teve um efeito semelhante com a Matemética como um
todo. A Matemética despontou como uma criagdo arbitraria do espirito
humano e ndo como algo necessariamente. (EVES, 2011, p. 545)



Bolyai e Lobachevsky conseguiram obter resultados muito parecidos.
4. Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866)

Nascido na Alemanha, Riemann comecou sua educacao na universidade
onde Gauss era professor; esse colaborou em varios campos da Matematica,
como a Geometria e a Aritmética, fazendo de uma linguagem matemética de
extremo rigor. No ano de 1854, fazendo uso da geometria diferencial
desenvolvida por Gauss para o trabalho de curvas, Riemann fez uma proposta

de generalizacdo da Geometria.

O estudo que ele desenvolveu foi conduzido por uma vertente oposta a
utilizada por Bolyai e Lobaschevsky, uma vez que nao era considerada a
validade ou ndo do quinto postulado. Acerca da generaliza¢do de Rienmann se

recomenda verificar Greenberg (2001).

De acordo com Eves (1994, p. 47):

Pouca atencdo se deu entdo ao assunto, até 1866, quando G. F.
Benhard Riemann sugeriu uma geometria em que duas retas nunca
sdo paralelas e a soma dos angulos internos de um triangulo € maior
gue dois angulos retos. A geometria de seus predecessores era
sintética. A de Riemann era intimamente ligada a teoria de superficies.

O matematico Félix Klein, em 1871, intitulou as Geometrias de Bolyai e
Lobaschevsky, a de Euclides e a de Riemann, respectivamente, de Geometrias
Hiperbdlica, Parabdlica e Eliptica.

De acordo com Ribeiro (2012), a Geometria Hiperbdlica considera todos
0s postulados da geometria euclidiana, com excecdo do quinto postulado ou
postulado das paralelas, que é substituido pelo postulado hiperbdlico ou Axioma
de Bolyai-Lobatchevsky que afirma: por um ponto exterior a uma reta passa mais

de uma paralela.

Segundo Eves (2011), Riemann mostrou que se fosse descartada a
infinitude da reta, mas admitindo-se que a reta € ilimitada e com outros ajustes
necessarios, esta outra geometria torna-se totalmente consistente e acima de
tudo, muito util. Esta geometria, anos depois recebeu o nome de Geometria

Eliptica.



1.6 A GEOMETRIA ESFERICA

Pode-se considerar a Geometria Esférica, uma Geometria ndo-Euclidiana,
como sendo o tipo mais comum da Geometria Eliptica. Em seguida, sera
mostrado os resultados mais relevantes desta Geometria. Da mesma maneira
serdo comparados 0s mais importantes conceitos e proposi¢cdes da Geometria

Esférica e da Geometria Euclidiana.

Para um melhor entendimentos dos conceitos fundamentais da Geometria
Esférica serdo relembrados, num primeiro momento, alguns conceitos

fundamentais. Para um aprofundamento do assunto, verificar Coutinho (2001).

e Esfera: € o lugar geométrico dos pontos do espaco que sao
equidistantes a um mesmo ponto, intitulado centro da esfera.
Denomina-se de raio a distancia entre o centro e qualquer ponto

dessa esfera.

Figure 3 - Esfera de centro O e raio R

Fonte: arquivo da autora.
e Ao se analisar as posicoes relativas que uma esfera e um plano

podem ocupar no espaco, é facil notar que ha 3 tipos de intersecéo

entre uma esfera e um plano:

Interse¢cdo vazia: nesse contexto, o plano n&o intersecta a esfera,

portanto ele é chamado exterior a esfera.



Figure 4 - Plano exterior a uma esfera S

Plano Exterior

Fonte: arquivo da autora.

Intersecdo dada por um ponto: nesse contexto, o plano intersecta a

esfera apenas em um ponto, logo é chamado tangente a esfera.

Figure 5 - Plano tangente a esfera S

Plano Tangente

Fonte: arquivo da autora.

Interse¢do igual a um circulo: nesse contexto, o plano intersecta a

esfera segundo um circulo, portanto ele é chamado secante a esfera.

Figure 6 - Plano secante a esfera S

Plano Secante

Fonte: arquivo da autora.



Desse modo, partindo-se dessas nocgdes se pode determinar alguns
elementos da Geometria Esférica.

Conceito 1: Leva em consideracdo uma esfera S e um plano 1T secante
a S. Se o plano 1T passa pelo centro de S, entdo NS é chamado circulo maximo.
De outro modo, se o plano 1T nao passa pelo centro da esfera, mNS é

denominado circulo minimo.

Figure 7 - Circulo maximo e circulo minimo

Circulo Minimo

Fonte: arquivo da autora.

Facilmente se percebe que o centro e raio de um circulo maximo coincide

com o centro e raio da esfera sobre o qual ele foi criado.
Circulos maximos séo as retas da Geometria Esférica.

Conceito 2: Os pontos sobre um circulo maximo que sao extremidades

de um mesmo didmetro da esfera sdo denominados pontos antipodas.

Figure 8 - Pontos antipoda A e B da esfera S centrada em O

Fonte: arquivo da autora.

Perceba que dados dois pontos ndao antipodas A e B sobre uma esfera S
centrada em O, sempre haverd um unico plano 1 passando por A, B e O que



sera secante a S. Desse modo, TTNS sera um circulo maximo. Da mesma
maneira, € possivel notar que ha sempre um unico circulo maximo passando por
dois pontos ndo antipodas de uma esfera. Caso se tome dois pontos antipodas

sobre uma esfera, havera infinitos circulos maximos contendo tais pontos.

Na Geometria Euclidiana, de acordo o quinto postulado, por um ponto fora
de uma reta ha somente uma reta paralela a reta dada. Enquanto que na
Geometria Esférica por um ponto fora de um circulo maximo € impossivel
delinear um circulo maximo que nao intercepte o primeiro. Essa ocorréncia se
da pelo fato de que os dois circulos maximos geralmente se esbarram em pontos
antipodas. Ja que os circulos maximos da Geometria Esférica sdo equivalentes
as retas da Geometria Euclidiana, logo a Geometria Esférica € insatisfatéria ao
quinto postulado de Euclides (o0 que ja se esperava, pois, como salientado
anteriormente, a Geometria Esférica € uma ocorréncia de Geometria néo-

Euclidiana).

Conceito 3: Dados dois pontos diferentes de uma esfera, o circulo
maximo que abrange esses pontos fica separado, por esses pontos, em duas

partes chamadas arcos de circulo maximo.

Conceito 4: Dados dois pontos distintos sobre uma esfera, a distancia
entre esses pontos é o comprimento do menor arco do circulo maximo que os

contém.

Figure 9 - Arco de circulo determinado pelos pontos A e B

Fonte: arquivo da autora.

O menor arco de circulo maximo que conecta dois pontos sobre uma

esfera é o segmento de reta da Geometria esférica.



Conceito 5: O angulo formado por dois circulos méximos, intitulado
angulo esférico, é o angulo criado pelas retas tangentes aos circulos maximos

em um ponto de intersecao entre esses circulos maximos.

Figure 10 - Angulo esférico c.

Fonte: arquivo da autora.
Cocneito 6: Sejam A, B e C trés pontos diferentes de uma esfera e que
nao pertencem a um mesmo circulo maximo. A figura geométrica criada por
arcos de circulo maximo determinados pelos pontos A, B e C, dois a dois, é

chamada triangulo esférico.

Figure 11 - Tridngulo Esférico ABC

Fonte: arquivo da autora.

Os pontos A, B e C do conceito antecedente sdo denominados vértices
do triangulo esférico e os arcos AB, AC e BC sdo chamados lados do triangulo
esférico. Desse modo, 0s circulos maximos criados por pontos dois a dois
compdem os angulos internos do tridngulo esférico em cada um de seus vértices.
Toda vez que forem tomados trés pontos sobre uma esfera, pode-se notar que
sdo criados dois triangulos esféricos, sendo um deles contido em uma

semiesfera e o outro ndo contido na mesma semiesfera.



Conceito 7: Levando em consideracdo um tridangulo esférico de vértices

A, B e C, o triangulo esférico representado pelos pontos antipodas de A,Be C é
chamado triangulo antipoda.

Figure 12 - Tridangulo antipoda de vértices A', B' e C'

Fonte: arquivo da autora.

Conceito 8: Chama-se fuso ou lunula a regido contida entre dois circulos

maximos. O angulo de um fuso € dado pelo angulo esférico definido pelos arcos
dos circulos maximos referentes a ele.

Figure 13 - Fuso de angulo e fuso completo

Fonte: arquivo da autora.

Calcula-se a area A de um fuso de angulo através de a, expresso em
radianos, faz-se necessario recordar que a area da superficie esférica de uma
esfera de raio r equivale a 4nr2. Logo, pode-se por uma regra de trés simples,
entre area da superficie e angulo representado por ela, achar que:

4r? A r?

3600 @~ A T 900

Perceba que sendo 90° = g rad, obtém-se esta relacao:



A =2r%a

Ser4 estudado em seguida um resultado da Geometria Esférica renomado
como Teorema de Girard. Albert Girard (1595-1632) em grande parte de sua
histéria morou na Holanda e desenvolveu interesse, sobretudo, por Geometria
Esférica e trigonometria. No ano de 1626, ele divulgou um tratado de
trigonometria que contém a mais velha utilizacdo das abreviagbes de seno,
cosseno e tangente. Foi Girard que conseguiu a expressdo da area de um
triangulo esférico, que passou a ser intitulado de Teorema de Girard, passando

a ser um algebrista de grandes realizacoes.

Teorema de Girard: Leve em consideragdo um triangulo esférico sobre
uma esfera de raio R e «, B e y seus angulos internos, medidos em radianos.

Logo:

A
oc+,8+y=n+ﬁ

Em que A é a area do tridangulo esférico.
Demonstracao: Essa demonstracdo sera dividida em dois casos:

1° Caso: Suponha que o triangulo esférico esteja contido em uma
semiesfera, facilmente se percebe que esse triangulo (levando em consideracao
os circulos maximos que possuem seus lados) faz uma diviséo da esfera em seis

fusos disjuntos dois a dois.

Figure 14 - Fusos do triangulo esférico ABC

Fonte: arquivo da autora.

Desse modo, trés fusos abrangem o interior do triangulo esférico e o

remanescente abrange o interior do triangulo antipoda deste triangulo. Dessa



maneira, tem-se que a soma das areas destes fusos é igual a area da esfera

somada de duas vezes a area triangulo esférico. Isto €,

4aR? + 4BR? + 4yR? = 4mr? + 2.2A
R*(a+f+y)=mR*+A

Como r é raio da esfera, logo, r#0 e, assim:

A

a+pf+y=m+ Rz

2° Caso: Suponha que o triangulo esférico ndo esteja contido em uma
semiesfera, pode-se averiguar que esse triangulo cria um triangulo
complementar que, por outro lado, estd contido em uma semiesfera. Desse
modo, pode-se calcular a area desse triangulo esférico a partir da distin¢céo entre
a area da superficie da esfera e seu triangulo complementar. Sejam, portanto,
Ac a éarea do triangulo complementar e a, b e ¢ os angulos internos desse

triangulo complementar. Entéo, fazendo uso da férmula encontrada no 1° caso,

tem-se que:
Ac=(a+b+c—m)R?
A=4nR*—(a+b +c—m)R?
=4nR?* - QQr—a+2n—f+2m—y—m
=R*’(A4n—5m+a+pB+7y)
=R*(a+pB+y—m)
Logo,

A
a+ﬁ+y=n+ﬁ

Através deste teorema se torna evidente mais uma enorme distingéo entre
a Geometria Euclidiana e a Geometria Esférica. Nessa, a soma dos angulos
internos de um triangulo qualquer é 180°, enquanto nesta, o Teorema de Girard
assegura gue esta soma é maior que 180°.
1.7A pTILIZAQAO DE FERRAMENTAS COMPUTACIONAIS NO ENSINO

BASICO

Na atualidade, um dos papéis das universidades é capacitar professores

que tenham aptidao para difundir a utilizacdo de novas tecnologias, com o intuito

de colaborar para solugbes dos complexos desafios sociais, econémicos e



culturais da sociedade. E extremamente importante que essa visdo seja passada
adequadamente na formacéo de professores, sobretudo em razéo de sua funcéo

multiplicadora na sociedade.

No processo de ensino e aprendizagem da Matematica, o uso de
ferramentas computacionais, pouco a pouco, tem adquirido lugar nas instituicdes
de ensino com o intuito de beneficiar a evolugdo cognitiva, o raciocinio l6gico
matematico dos estudantes e visualizacdo de situacbes geométricas. NoO
entanto, os docentes se defrontam com varias situacdes dificultosas, tais como:
entender como trabalhar com ferramentas computacionais e a falta de
procedimentos de instrucdo referente ao uso desses meios em sua pratica

docente.

Segundo Belfort e Santos (2011, p. 9):

(...) muitas vezes, as dificuldades transcendem as questdes de
forma: os préprios contelddos estdo em causa. Tracar novos caminhos
exige muito mais do que dominio da tecnologia; busca-los requer,
antes de tudo, visdo ampla e dominio da area de estudo a ser
beneficiada pela utilizagdo dos recursos tecnoldgicos

De acordo com Alves (2014), outro problema existente nessa metodologia
se refere ao processo de ensino da Matematica no intuito de localizar uma
maneira de tratar os contetdos por meio de um meio dindmico, que promove a
educacao ligada aos desafios contemporaneos e possibilite aos estudantes o
intercambio de experiéncias eexerca interacdo ao longo do processo de ensino

e aprendizagem na sala de aula.

E possivel notar que a possibilidade de utilizar as ferramentas
computacionais e a internet ttm nao apenas um vasto potencial educativo, como
também, de certo modo, o potencial de diminuir a desigualdade social presente
no Brasil. Dessa forma, faz-se necessario que se leve em consideracéo o fato
do processo educacional entrar em conformidade com as mudancas ocorridas

na sociedade, bem como no mercado de trabalho.

Concluindo, a utilizagdo de novas tecnologias como metodologia no
ensino basico deve ter como escopo central o favorecimento da elaboracdo do
saber e valorizar a inovacéo e a descoberta como uma das fases essenciais do
processo de ensino e aprendizagem. Portanto, compete ao docente tornar-se o

mediador dessa pratica no intuito de esquadrinhar novas possibilidades didaticas



e metodologicas que proporcionem a quebra da formalidade do ensino da

Matemaética.

1.80 MODELO DE VAN HIELE

Os professores holandeses de Matemética Pierre van Hiele e Dina van
Hiele-Geoldof foram o0s responsaveis pela criacdo do modelo de
desenvolvimento do pensamento geométrico de van Hiele. O objetivo de modelo
é favorecer o desenvolvimento da aprendizagem geométrica de alunos do ensino
médio. A construcdo de modelos é fundamentada em duas vertentes: a
descricdo da estrutura de niveis cognitivos de aprendizado e de fases de uma

metodologia de ensino para o desenvolvimento geométrico.

Segundo esse modelo, a aprendizagem geométrica dos alunos atravessa
cinco niveis hierarquicos de aprendizagem. Assim, para conseguir atingir
qualquer nivel € preciso que primeiramente se atinja as metas do nivel
predecessor. Segundo os elaboradores do modelo, o desenvolvimento durante
0os niveis vai depender da aprendizagem do aluno, ndo sendo levado em

consideracao a idade ou série escolar dele.

O modelo foi publicado pela primeira vez em 1959 e nos anos 1960
passou a ser utilizado pela extinta Unido Soviética na formacdo de uma nova
organizacdo do ensino de Geometria. Todavia, 0 modelo de van Hiele comecou
a ser grandemente propagado apenas na década seguinte, depois da origem de
varias pesquisas no mesmo campo e traducdes das obras de van Hiele nos

Estados Unidos da América.

Dai em diante, esse modelo passou a ser um dos métodos de avaliagdo
mais importantes da competéncia geométrica e aprendizagem de estudantes.
Para maior aprofundamento sobre o modelo de van Hiele, consultar estes
trabalhos: Kaleff; Henriques; Monteiro; Figueiredo (1994) e Kaleff (2008).

1.8.1 Niveis do Pensamento Geométrico
Pode-se descrever o processo cognitivo dos estudantes partindo da
compreensao de cinco niveis de pensamento geométrico chamados:

visualizacdo, andlise, deducéo informal, deducéo formal e rigor.

Abaixo, mostra-se uma sintese narrativa de suas respectivas

caracteristicas.



Nivel O: Visualizagdo ou Reconhecimento

Neste primeiro nivel, os estudantes desenvolvem o raciocinio partindo da
observacdo das caracteristicas visuais dos objetos geométricos. Desse modo,
orienta-se 0 pensamento geométrico através do todo, ndo se levando em
consideracdo as propriedades especificas que podem ser mostradas pelos
objetos geométricos. Isto &, identificam-se as figuras geométricas pela aparéncia
geral, como por exemplo quadrados, triangulos dentre outros. Todavia, os
estudantes ndo tém a capacidade de esclarecer as caracteristicas que

diferenciam as figuras.
Nivel 1: Andlise

Neste proximo nivel, o estudante ja possui a capacidade de aprender
conceitos geométricos por meio da andlise das suas propriedades e da
experimentacdo. Dessa maneira, 0S sujeitos passam a distinguir as
particularidades das figuras geométricas, gerando propriedades que sao
utilizadas para determinar classes e formas. Todavia, eles ainda ndo tém a
capacidade de esclarecer as correspondéncias relacionadas as figuras ou

propriedades.
Nivel 2: Deduc¢éo Informal

Neste nivel, os estudantes elaboram conceitos abstratos, sendo possivel,
portanto, determinar a correspondéncia da similaridade de figuras e entre figuras.
Eles tém a capacidade de identificar a caréncia e a existéncia de um grupo de
propriedades na geracdo de uma definicdo geométrica. Desse modo,
reconhecem-se as categorias de figuras e a inclusdo ou similaridade de classes
sdo entendidas. Contudo, o estudante neste nivel ndo possui o discernimento do
significado de uma deducao ou da funcdo dos axiomas. Torna-se possivel ao
aluno o acompanhamento do desenvolvimento de provas formais, porém nao €

capaz de gerar sem acompanhamento uma prova a partir de nogoes diferentes.
Nivel 3: Deduc¢éo Formal

Neste nivel, os estudantes desenvolvem uma série de afirmagdes no
intuito de deduzir uma proposicéo a partir de uma ou mais afirmacdes. Nesse

contexto, os estudantes raciocinam formalmente fazendo uso de axiomas,



conceitos e teoremas. Um sujeito neste nivel é capaz de criar provas e tem a

percepc¢ao da possibilidade de mais de um tipo de desenvolvimento da mesma.
Nivel 4: Rigor

Neste momento, os estudantes entendem a fundamentacéo de varios
sistemas dedutivos com rigor elevado. Percebendo o contraste entre
procedimentos fundamentados em axiomas distintos e estudam sobre as varias

Geometrias, mesmo sem modelos concretos delas.

1.8.2 Fases de Aprendizagem

Caracteriza-se o modelo de van Hiele pelas cinco fases metodolégicas de
ensino que ajudam os docentes na elaboracdo da cognicdo do estudante. O
alcance de um nivel de pensamento, referente a um tema especifico da

geometria, é obtido com a ajuda dessas sucessivas etapas didaticas.

E essencial que os professores saibam combinar
aprendizagem com o nivel de pensamento do estudante, bem como,
segundo o proprio van Hiele observa, tomar consciéncia de que é
necessario pesquisar a teoria subjacente ao estabelecimento dos
niveis de pensamento, pois s6 através destes estudos poderdo ajudar
os alunos a pensar de um nivel para outro. (KALEFF, 1994, p. 29)

Em seguida, as fases de aprendizagem serdo brevemente caracterizadas.
Fase 1: Questionamento ou Informacao

Nesta fase é estabelecida entre o docente e o discente um dialogo a
respeito de um conteudo especifico. Desse modo, o docente tem a possibilidade
de notar os conhecimentos prévios que o discente tem a respeito do contetudo

tratado e dimensionar a melhor maneira de continuar a abordagem.
Fase 2: Orientacédo Direta

Nesta fase, os estudantes sdo motivados a investigar a respeito do tema
tratado, a partir da utilizacdo de materiais selecionados pelo professor. Ao
promover atividades, € preciso que o docente proporcione solu¢cdes particulares

e diretas.
Fase 3: Explicitacdo

Nesta fase, com suporte de conhecimentos prévios, os estudantes

complementam seu vocabulario e expressam oralmente suas conclusdes. O



papel do docente nessa etapa € infima e deve valorizar o raciocinio préprio dos
estudantes a respeito do contelldo geométrico a ser estudado.

Fase 4: Orientacéao Livre

Para essa fase, tornar-se importante o uso de atividades distintas que
possibilitem, desse modo, ao estudante, a capacidade de realiza-las de vérios
modos. Além disso, também é muito importante que o estudante tenha a
capacidade de obter experiéncia na busca de resolucdes individuais para cada

atividade proposta.
Fase 5: Integracdo ou Fechamento

Esta fase é caracterizada pelo seu teor de revisdo e sintese do contetdo
abordado com o objetivo de interligacdo geral entre os materiais didaticos
utilizados, o contetdo e a capacidade do aluno de raciocinar a respeito dos
mesmos. Desse modo, o papel do docente é resumir e formalizar o contetdo ja

tratado até entao.



CAPITULO 2

2 METODOLOGIA DA PESQUISA

Para o desenvolvimento desta pesquisa foram adotadas as seguintes
etapas metodoldgicas.
2.1 A ABORDAGEM E AS ESTRATEGIAS DE INVESTIGAQAO

Esta pesquisa buscou analisar uma proposta de ensino de Geometria
Esférica no ensino médio por meio do software Geogebra. Sendo assim,
compreende-se que se classifica como uma pesquisa qualitativa.

Flick (2009) destaca que

A pesquisa qualitativa é a pesquisa ndo quantitativa ou nao
padronizada [...]. Usa o texto como material empirico (em vez de
ndmeros), parte da nocdo da construcdo social das realidades em
estudo, esta interessada nas perspectivas dos participantes, em sua
pratica do dia a dia e em seu conhecimento cotidiano relativo a questao
em estudo. Os métodos devem ser adequados aquela questdo e
devem ser abertos o suficiente para permitir um entendimento de um
processo ou relacdo. (FLICK, 2009, p. 16)

Dessa forma, estabeleceu-se uma relacdo entre as informacdes e 0s
dados que foram obtidos com o problema proposto. Ao tratar os procedimentos
metodoldgicos buscou-se olhar a ideia principal, a procura de respostas para 0s
guestionamentos levantados. Assim, essa pesquisa se orientou por uma
abordagem de natureza qualitativa, tendo em vista que o intuito nao foi
quantificar os dados obtidos a partir da pergunta norteadora da pesquisa, mas
gerar compreensdes acerca desses dados.

Além disso, esta foi uma pesquisa exploratéria, uma vez que buscou
explorar um problema, de maneira que fosse possivel fornecer dados para uma
investigagdo mais precisa; procurando visar uma aproximagdo com o tema.
Portanto, foram realizadas pesquisas bibliograficas e aplicacdo de atividades
planejadas em sala de aula na forma de uma sequéncia didatica, configurando-
a como uma pesquisa experimental, na qual se busca, dentre outros objetivos,
analisar a aprendizagem de Geometria Esférica dos alunos do ensino béasico por
meio de atividades desenvolvidas através do uso do software Geogebra,

fundamentadas no modelo de van Hiele.

2.2 SUJEITOS DA PESQUISA
Os sujeitos da pesquisa foram 12 alunos, com média de 16 anos, de uma

turma de 2° Ano do Ensino Médio do turno Matutino do Centro de Educagéo De



Tempo Integral Aurea Pinheiro Braga, escola publica localizada na zona oeste
da cidade de Manaus-AM.

A escolha por trabalhar com esses alunos se justificou por serem alunos
oriundos de escola publica, cujo investimento em insumos educacionais é baixo,
acarretando condi¢bes desafiadoras para o desenvolvimento do processo de
ensino e aprendizagem. Assim, esses alunos que tiveram pouco ou quase
nenhum contato com ferramentas computacionais ao estudar os conteudos
propostos pela escola encontraram, nesta pesquisa, uma oportunidade de
aprender de maneira diferenciada, ja que o mundo tem se tornado cada vez mais
informatizado, exigindo, portanto, uma adaptacéo por parte tanto de professores
guanto de alunos no processo de ensino e aprendizagem.

Os sujeitos escolhidos foram informados que participariam de uma
pesquisa académica, cujo objetivo seria analisar uma proposta de ensino de
Geometria ndo-Euclidiana no ensino médio por meio do software Geogebra.
Assim, foi entregue a cada aluno um Termo de Consentimento Livre e
Esclarecido (Apéndice A), que deveria ser assinado pelos pais ou responsaveis,
qualificando-os para a participacao na pesquisa.

2.3 CONTEXTO DA PESQUISA

Como uma forma de incentivar a participacdo dos alunos na pesquisa,
propOs-se que seria atribuida uma nota para cada um ao término da aplicacédo

das atividades realizadas.

2.4 ETAPAS DA PESQUISA/INSTRUMENTOS DE COLETA DE DADOS

Esta pesquisa foi dividida em duas etapas principais: a primeira,
constituiu-se no levantamento bibliografico e elaboracdo da sequéncia didatica
com as atividades a serem aplicadas em sala de aula; a segunda, na aplicacéo
dessas, proporcionando, desse modo, num cenario ideal para a coleta de dados
a serem analisados.

Os instrumentos utilizados nesta pesquisa foram a aplicacdo de
questionarios e o uso do software Geogebra, durante aplicacdo das atividades
propostas neste trabalho. Portanto, os alunos foram remanejados para o
laboratorio de informatica da escola, onde se deu o desenvolvimento dessas

atividades.



Além disso, também foi utilizado o instrumento observagdo, cujos
registros foram feitos através de fotos ao longo da aplicagdo das atividades,
sendo observados a assiduidade dos alunos, bem como interesse, participacao,
cooperacao entre os colegas, melhoria do nivel de aprendizagem dos alunos.

Por fim, foram preservadas em todas as etapas a identidade dos sujeitos,

interessando apenas as falas e gestos.

2.5 PROCEDIMENTOS PARA A ANALISE DE DADOS

Os dados coletados a partir das respostas obtidas nos questionarios
aplicados com os estudantes participantes da pesquisa foram analisados e
refletidos através do modelo de van Hiele, ou seja, apresentando os erros e
acertos dos alunos, mostrando suas estratégias e desafios encarados por eles
no momento da resolucdo das questdes colocadas nos questionarios,
comentando-se cada uma dessas questdes.

Da mesma maneira, foram identificamos os niveis de compreenséo
geométrica de cada estudante, classificando-os segundo o modelo de
desenvolvimento de pensamento geométrico dos Van Hiele.

Cabe ressaltar que se construiu 0s questionarios de maneira que fosse
possivel que todas as respostas coletadas conduzissem a um melhor desfecho
ao longo da andlise dos dados, tornando mais facil o tratamento enquanto se
realizasse a identificacdo dos niveis de entendimento geométrico dos alunos
pesquisados.

Construimos questbes que tornasse possivel a complementacdo da
resposta de outras questdes do questionario, possibilitando, desse modo,
examinar se o estudante se encontrava em um determinado nivel ou em outro
nivel, e simultaneamente, proporcionado analisar se 0 mesmo se encontrava em

transicdo de um nivel para o outro.



CAPITULO 3

3 APRESENTAC;AO E ANALISE DOS RESULTADOS

Neste capitulo serdo apresentadas as analises feitas do material coletado
durante a aplicacdo da primeira atividade da sequéncia didatica (Anexo 2)
proposta nesta pesquisa, jA que ndo foi possivel a aplicacdo dessa em sua

totalidade em razéo, dentre outros fatores, do tempo disponivel.

Esta pesquisa foi desenvolvida em uma turma do 2° Ano do Ensino Médio,
com um total de 22 alunos, do turno Matutino do Centro de Educacéo De Tempo
Integral Aurea Pinheiro Braga, escola publica localizada na zona oeste da cidade
de Manaus-AM. Para organizacdo da analise dos dados, serdo denominados,

doravante, como Duplas A, B, C, D, E, F.

No primeiro contato com a turma, foi informado aos alunos que a aula
seria desenvolvida no laboratério de informatica, onde eles desenvolveriam

atividades em dupla em computadores, no software Geogebra (Figura 15).

Figura 1 - Duplas desenvolvendo as atividades

Fonte: arquivo da autora.

Apos uma breve apresentacéo da interface do programa computacional,
para a fase de questionamento, realizou-se um debate com os estudantes, no
intuito de averiguar os conhecimentos prévios acerca de triangulos e suas
propriedades. Registraram-se na lousa os dados apresentados e discutidos
pelos alunos, permitindo, portanto, ao pesquisador, notar que eles possuiam
entendimento do que é triangulo. Porém, ao ressaltar suas propriedades,

mencionaram, de modo casual, algumas delas como sua classificacdo quanto



aos angulos e aos lados nédo conseguindo evidenciar nitidez os elementos

essenciais para cada classificagéao.

Nessa fase, pode-se notar que os estudantes mostraram conhecimentos
prévios acerca da identificacdo da forma geométrica de triangulos, porém nao
apresentaram nitidez relacionada a classificacao de triangulos quanto aos lados
e aos angulos. A proxima fase, foi da orientacdo direta, constituida no
desenvolvimento de atividades no Geogebra com o intuito de introduzir a nogao

da existéncia de outra geometria além da Euclidiana, isto é, a geometria esférica.

Primeiramente, foi solicitado as duplas que criassem um tridngulo cada no
Geogebra e que, em seguida, o comparassem com os das duplas ao lado.
Depois, que criassem uma esfera e, entdo, repetissem o mesmo exercicio de

comparacao na busca por semelhancas e diferencas.

ApGs esses exercicios, os alunos foram orientados a criarem trés pontos
quaisquer na esfera e, depois, criassem um arco de circulo que passasse por
cada par de pontos marcados anteriormente; repetindo esse processo até
construir trés arcos circulares. Ao serem perguntados se eles conseguiam ver
que a figura criada era um tridangulo, os alunos responderam que sim; além disso,
disseram que era bem parecido com o triangulo construido no item 1 do

guestionario (Apéndice B).

Tabela 2 — Respostas das duplas sobre o exercicio 6 da Primeira Atividade — Etapa |.

6. Compare agora as construcdes feitas nos itens 4 e 5, onde foram feitas constru¢cdes com
pontos sobre uma esfera. O que essas figuras possuem em comum e 0 que possuem de
diferente?

Dupla A “‘Ambas séo um circulo. As cores”

“Ambas tem ponto pelo segmento. Diferente é que uma é esfera e a outra néo,

Dupla B e a area é diferente.”

Dupla C “Cores diferentes, formatos diferentes”

Dupla D “Ambas tém segmentos e elas tém areas diferentes a coloragdo das esferas.”

“Ambas sdo um tridngulo e uma esfera, a cor da esfera é diferente. Surgiram a

Pl = partir de ponto.”

Como pode ser observado na tabela acima, as duplas B, C e E
conseguiram identificar as formas geométricas pela aparéncia geral, isto é,
triangulo e esfera, mostrando que estdo no nivel 0 (Visualizagdo ou
Reconhecimento) do modelo de van Hiele. Contudo, esperava-se que eles

fossem capazes de notar que ao tracar segmentos de reta usando os pontos



sobre a esfera no exercicio 5 seria obtido um triangulo que ndo esta sobre a
esfera. Ja no exercicio 4, ao tracar arcos de circulos utilizando os mesmos
pontos, seria criado uma figura que esta contida na esfera. Chegando a
conclusdo de que eram figuras diferentes, pois foram construidas sobre
superficies diferentes; no intuito de fazer o estudante perceber que aquilo que

ocorre sobre um plano pode n&o ocorrer sobre uma esfera.

Esse exercicio de visualizacao ou reconhecimento de uma figura pela sua

forma é de grande valor para a elaboracdo do saber geométrico:

quando os educandos se mostram capazes de identificar
semelhancas e diferencas entre os objetos geométricos, analisar os
componentes da forma e reconhecé-la em diferentes representacgoes,
dizemos que no tocante a figura dada, os estudantes apresentam fortes
indicios de que ja estdo iniciando um novo nivel de desenvolvimento
do raciocinio geométrico (VAN HIELE, 1957, p. 145).

Na segunda etapa da Primeira Atividade, foram colocadas aos alunos
duas situacdes: a trajetoria percorrida por um individuo saindo do ponto A e
chegando no D, primeiramente em um plano e depois sobre uma esfera. A tabela
2 mostra as respostas das duplas.

Tabela 3 - Respostas das duplas sobre o exercicio 3 da Primeira Atividade — Etapa Il.

Questdo 6. Baseado nas suas respostas dos itens 1 e 2, o que vocé pode concluir a respeito
dessas duas trajetdrias? H&4 semelhancas entre as trajetérias sobre o plano e sobre a esfera?

Dupla A “As trajetérias ndo sédo iguais.”

Dupla B “Sao diferentes. Na esfera a pessoa volta pro ponto de partida.”

Dupla C “Elas ndo possuem semelhangas.”

Dupla D “Uma trajetoria forma um U e a outra um tridngulo.”

Dupla E “Néo existe semelhancas.”

Fonte: arquivo da autora.

A andlise das respostas da tabela acima mostra que as Duplas A, B, C, D
e E conseguiram identificar a diferenca no percurso sobre uma esfera e sobre
um plano, evidenciando uma melhoria significativa na elaboracdo do
conhecimento geométrico. Desse modo, percebe-se que o0s estudantes
comecam a notar que aquilo que acontece sobre um plano pode ndo acontecer

da mesma maneira sobre uma esfera.

Na Etapa Ill, da Primeira Atividade, foi solicitado aos alunos que criassem

uma reta passando pelos pontos A e B no Geogebra. Em seguida, estabeleceu-



se um debate sobre a possibilidade de construir uma trajetéria sobre a reta da
atividade anterior que retornasse ao ponto inicial sem mudar o sentido do

percurso. A tabela 3 mostra as respostas dos alunos.

Tabela 4 - Respostas das duplas sobre o exercicio 2 da Primeira Atividade — Etapa .

2. Pode-se criar uma trajetdria sobre a reta do exercicio anterior que retorne ao ponto inicial
sem alterar o sentido do percurso?

Dupla A “Néo. Porque é uma reta.”

Dupla B “Nao da. Muda o sentido da reta.

Dupla C “Néo é possivel.”

Dupla D “N&o. Porque mudaria o sentido.”

Dupla E “N&o. Porque deixaria de ser uma reta.

Fonte: arquivo da autora.

Em seguida, foi solicitado que os alunos construissem uma esfera de
centro e raio qualquer. Depois, que selecionassem trés pontos quaisquer da
esfera para construir um circulo. Entdo, os alunos foram questionados se seria
possivel escolher um ponto de partida qualquer, e a partir deste criar uma
trajetoria que retornasse ao ponto inicial sem mudar o sentido do percurso. A

respostas dadas pelos alunos sdo mostradas na tabela 4.

Tabela 5 - Respostas das duplas sobre o exercicio 4 da Primeira Atividade — Etapa Il

4. Na figura obtida na questédo anterior, escolhendo um ponto de partida qualquer, pode-se
criar uma trajetéria que retorne ao ponto inicial sem alterar o sentido do percurso?
Dupla A “Sim. Porque a reta é um circulo que nunca ira se tocar mas ndo mudara o
sentido.”

Dupla B “Sim. Porque ela volta para o mesmo sentido.”

Dupla C “Sim.”

Dupla D “Sim. Porque d& a volta na esfera e o sentido ndo muda”

Dupla E “Sim. Pode ser criada”

Fonte: Arquivo da autora.

Pode-se observar na analise das respostas das Duplas A, B, C, D e E nas
tabelas 3 e 4 que eles conseguiram raciocinar a partir da observagao das
caracteristicas visuais dos objetos geométricos. Desse modo, 0 pensamento
geomeétrico foi orientado pelo todo e ndo levando em consideracdo as
propriedades especificas que poderiam ser apresentadas pelos objetos

geométricos. Situando-0s no primeiro nivel de van-Hiele (1957).



Nota-se que eles conseguiram perceber que ao se construir sobre uma
esfera, alguns fatos ocorrem de modo diferentes do convencional. Essa é uma
caracteristica especifica da esfera, o que possibilita aos alunos um contato com
uma geometria diferente da estudada até entéo, isto €, a geometria euclidiana.
Sendo que o ramo da Matemética a trabalhar com essa geometria mencionada
é a Geometria Esférica.

Também fica evidente nas respostas dos estudantes que eles
conseguiram compreender que ao escolherem uma trajetoria determinada por
trés pontos quaisquer e sem alterar um sentido seria, entdo, possivel retornar ao
ponto de partida, o que nao acontece na Geometria Euclidiana, pois trata-se de

superficies diferentes, ou seja, uma superficie plana e a outra curva.



CONSIDERACOES FINAIS

Desenvolveu-se este estudo partindo do propésito de elaborar atividades
que proporcionassem o ampliamento dos saberes, de estudantes do ensino
bésico, relacionados a existéncia de Geometrias ndo-Euclidianas. Desse modo,
espera-se motivar o contato dos estudantes com essas geometrias no objetivo
que esse saber ajude o desenvolvimento sobre uma nova perspectiva da
Geometria como um todo e a notar que essa pode ser encontrada em todas as

situacdes ao seu redor.

Julgou-se como ponto essencial o envolvimento do estudante na
elaboracdo de seu saber. Desse modo, fazendo uso do modelo de na Hiele, foi
possivel basear as atividades deste estudo de maneira que o estudante atuasse
de modo interativo. Com esta finalidade, optou-se pela utilizacdo do software
Geogebra para o ensino de uma geometria ndo-Euclidiana, isto €, a Geometria
Esférica, uma vez que softwares de Matematica dindmica podem ser aliados
importantes no processo de ensino e aprendizagem, sendo caracterizado como
formas alternativas e interativas de ensino. Em sintese, as atividades
apresentadas neste estudo tinham por objetivo central que o estudante
construisse 0s conceitos e compreendesse a existéncia da geometria esférica,
que é um tipo mais simples de geometria eliptica, que por sua vez é uma

geometria ndo-Euclidiana.

Assim sendo, pode-se observar neste trabalho uma sintese da historia
especialmente a problematica do quinto postulado de Euclides, bem como da
origem das Geometrias nao-Euclidianas por meio das mais significativas
tentativas de demonstracdo do quinto postulado. Além disso, também foi
possivel introduzir o0s conceitos essenciais da Geometria Esférica,
demonstrando alguns de seus principais resultados. Outro ponto importante a
ser destacado neste trabalho foi a maneira como se elaborou e aplicou as
atividades fundamentadas no modelo de desenvolvimento do pensamento
geomeétrico de van Hiele, utilizando o software Geogebra, sendo, portanto,

possivel introduzir os conceitos essenciais da Geometria Esférica.



Observou-se que o0s alunos responderam bem ao conteudo
fundamentado na metodologia de van Hiele embora tenha sido aplicada somente
a primeira de trés atividades propostas. Contudo, o material recolhido e as
observacdes feitas ao longo do desenvolvimento da pesquisa possibilitaram
chegar a conclusdo de que € possivel trabalhar a Geometria Esférica no ensino
bésico, e que o modelo de van Hiele é fundamental para tanto, assim como o
software Geogebra € um meio facilitador que pode ser de grande valia para o

docente no desenvolvimento de seu trabalho.

Acredita-se que com o desenvolvimento das demais atividades os alunos
podem chegar ao segundo nivel do modelo de van Hiele, pois ao término da

primeira atividade ja se encontravam no primeiro nivel.

Por fim, espera-se gque este estudo sirva de fundamento e motivacédo aos
docentes do ensino basico que buscam introduzir no¢cdes de Geometrias nao-
Euclidiana, particularmente da Geometria Esférica, no ensino basico.
Proporcionando, desse modo, a criacdo de um elo entre a Matematica e outras

ciéncias para que estudantes entendam melhor o mundo que os cerca.
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(a) participard de um curso durante as aulas de matematica do Centro de
Educacédo de Tempo Integral Aurea Pinheiro Braga. Durante esse periodo seu
(sua) filho (a) ira utilizar ferramentas computacionais no laboratério de
informatica da escola relacionados ao conteudo de geometria ndo-Euclidiana e
irdo responder alguns questionarios com questbes objetivas e discursivas
abordando o conteldo de geometria ndo-Euclidiana.

Por se tratar de uma pesquisa, pretende-se que as atividades do curso sejam
fotografadas.

Se vocé concordar com a participacdo do seu (sua) filho(a) na pesquisa,
podemos lhe garantir que:

o afotografia sera feita apenas para registrar a realizacao das atividades e,
portanto, em nenhum momento a imagem do seu (sua) filho(a) sera
divulgada.

e em nossas analises e ao divulgar os resultados em congressos
adotaremos procedimentos para que ele(a) nao seja identificado(a);

e seu professor ou professora nao utilizara os resultados de nossa analise
para avaliar o seu desempenho;

e 0 seu (sua) filho(a) tera inteira liberdade de se retirar da pesquisa a
gualguer momento que desejar;

e serdo solicitadas apenas informac¢des quanto ao nome, idade, série e
género do seu (sua) filho(a) para que seja possivel analisar a sua
evolugéo de aprendizagem ao longo do curso.

e 0s dados constantes da ficha de identificacdo serdo absolutamente
confidenciais, garantindo, assim, total anonimato;

e n&o existe qualquer risco pessoal na participacao da pesquisa.



O seu (sua) filho(a) ndo tera nenhum beneficio direto pela sua participacdo ao
responder as questbes que lhe serdo apresentadas. Os beneficios serdo Gteis
para a investigacao da aprendizagem de Matemética no Ensino Médio. Caso néo
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de um banco de dados que ficard sob a guarda da pesquisadora do projeto por
pelo menos 10 anos, e poderdo ser utilizados em futuras pesquisas. Depois
desse prazo, os dados serdo destruidos. Abaixo estdo os dados relativos a este
projeto.

Titulo do projeto: Proposta de ensino de geometria ndo-euclidiana no ensino
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Pesquisador responsavel: Alaiane Aragao Oliveira — Centro de Educagéo De
Tempo Integral Aurea Pinheiro Braga - Telefone para contato: (92) 995186393.
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Alaiane Aragéao Oliveira
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APENDICE B - Sequéncia Didatica

PRIMEIRA ATIVIDADE - Introducéo a Geometria ndo Euclidianas
Objetivo: Introduzir a nogéo da existéncia de uma geometria ndo-Euclidiana com
a ajuda do software Geogebra.

Exercicio 1 — Etapall
Primeiramente, abra o software Geogebra e em seguida selecione a
opcao “exibir’ e clique em “Janela de Visualizagdo 3D”. Para uma melhor
visualizacao, feche a “Janela de Visualizacdo” e, com o botdo direito do mouse

oculte o plano e os eixos presentes na “Janela de Visualizagdo 3D”.

Figura 2 - Janela de Visualizagdo 3D
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Fonte: arquivo da autora.

1) Fazendo uso da ferramenta “segmento”, crie um tridngulo qualquer. Nao se
esqueca de criar trés segmentos que compartilham seus extremos para criar o
triangulo. Depois, faca uma comparacdo com a do colega ao lado e debata suas
semelhancas e diferencas.

Figura 3 - Construcédo de um triangulo qualquer
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Fonte: arquivo da autora.



2) Em seguida, selecione a op¢ao “esfera dados centro e raio”, crie uma esfera.

Escolha qualque qualquer ponto para ser centro da esfera e um namero real
positivo para ser seu raio.

Figura 4 - Construcao de uma esfera qualquer
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Fonte: arquivo da autora.

Faca a comparacdo de sua criagdo com a do seu colega e debata suas

semelhancas e diferencas. De maneira que melhore a visualizacdo de sua
esfera, com o cursor do mouse sobre a esfera, clique no botéo direito e escolha
a opcao “propriedades” para mudar a cor e a transparéncia da esfera.

Figura 5 - Alteracéo de cor e transparéncia de uma esfera
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Fonte: érquivo da autora.
3) Selecione a ferramenta “ponto em objeto”, marque trés pontos quaisquer na

esfera construida por vocés no exercicio anterior.

Figura 6 - Marcacao de trés pontos sobre uma esfera.

Fonte: arquivo da autora.



4) Em seguida, selecione a ferramenta “arco circular”, crie um arco de circulo
que passa por cada par de pontos marcados anteriormente. Para tanto, clique
no centro da esfera e em dois dos pontos marcados anteriormente. Repita esse

processo até criar trés arcos circulares.

Figura 7 - Arcos circulares sobre a superficie da esfera.
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Fonte: arquivo da autofa.
5) Utilize a ferramenta "segmento” para conectar os trés pontos, dois a dois, que
estdo sobre a esfera. E possivel notar que a figura construida é um triangulo?
Ela é semelhante ao triangulo criado no item 1, ou ndo? Debata com seu colega
as suas ideias sobre sua criacao.
Figura 8 - Tridangulo esférico e segmentos EF, FG, e EG
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Fonte: arquivo da autora.

6) Faca uma comparacéao das criacdes realizadas nas questdes 4 e 5, nas quais
foram feitas criagdes com pontos sobre uma esfera. Quais séo as semelhancas

e as diferencas que essas figuras possuem?

Primeira Atividade — Etapa ll
Sabe-se que um individuo pode caminhar em varias dire¢des, de acordo
com sua necessidade. Imagine que um individuo saia de um ponto A e caminhe

dois metros para o sul, estacionando hum ponto B; em seguida, dois metros para



o leste, estacionando num ponto C, e, finalmente, dois metros para o norte,
parando num ponto D. De posse dos saberes obtidos sobre o software
Geogebra, faca o que é pedido?

1) Crie um desenho no Geogebra com a trajetdria percorrida pelo individuo para
sair de A e chegar em D. Para tanto, construa primeiramente um plano e depois
desenhe a trajetdria pedida. Fagca a comparagdo da sua sua resposta com a do

colega ao lado. A resposta obtida foi a mesma?

Figura 9 - Trajetdria no plano
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Fonte: Arquivo da autora.
2) Agora, desenhe no Geogebra a mesma trajetéria descrita, anteriormente, mas
imaginando que o individuo caminhando sobre a esfera. Para tanto, construa
primeiramente uma esfera e depois desenhe a trajetéria pedida. Faca a
comparacao da sua resposta com a do colega ao lado. A resposta obtida foi a
mesma?

Figura 10 - Trajet6ria sobre uma esfera
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3) Baseado nas suas respostas das questdes 1 e 2, o que se pode concluir a
respeito dessas duas trajetérias? Ha semelhancas entre as trajetérias sobre o

plano e sobre a esfera?

Primeira Atividade — Etapa Il
1) No software Geogebra, fazendo uso da ferramenta “Janela de Visualizagao
3D”, esconda o plano e os eixos, marque dois pontos A e B, e crie uma reta
qualquer passando por esse ponto.

Figura 11 - Reta passando por A e B
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Fonte: arquivo da autora.

2) Pode-se criar uma trajetéria sobre a reta do exercicio anterior que retorne ao
ponto inicial sem alterar o sentido do percurso? Debata com o colega ao lado.
3) Agora, crie uma esfera de centro e raio qualquer.

Figura 12 - Esfera qualquer
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Fonte: arquivo da autora.



Selecione a ferramenta “circulo definido por trés pontos”, em seguida selecione

trés pontos quaisquer da esfera para criar um circulo.

Figura 13 - Circulo passando por trés pontos da esfera
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Fonte: arquivo da autora.
Faca uma comparagdo da sua figura com a do seu colega. Elas sao
semelhantes?
4) Na figura obtida na questdo anterior, escolhendo um ponto de partida
qualquer, pode-se criar uma trajetoria que retorne ao ponto inicial sem alterar o
sentido do percurso? Debata com o colega ao seu lado.
5) Compare agora 0 que aconteceu no item 2 e no item 4 e discuta com o colega
ao lado. No item 2, vocé deve ter observado que ndo é possivel voltar ao ponto
inicial sem mudar o sentido do percurso. Em contrapartida, é possivel dar uma
volta completa sobre o circulo e assim retornar ao ponto inicial, o que néo altera
0 sentido do percurso percorrido.
6) Durante a Atividade | tentamos mostrar a vocé que ao fazer construcdes sobre
uma esfera, alguns fatos acontecem de maneira diferente da convencional. Isso
€ uma especificidade da esfera e existe um ramo da Matematica que estuda o
comportamento dos objetos sobre uma esfera. Esse ramo € chamado de
Geometria Esférica e sera explorado em mais duas atividades. A Geometria
Esférica é um pouco diferente da Geometria comumente estudada por vocé, que

chamamos de Geometria Euclidiana.



SEGUNDA ATIVIDADE - Introducgéo aos principais elementos da
Geometria Esférica
Objetivo: Apresentar aos estudantes, por meio de constru¢cdes no software
Geogebra, os conceitos de circulo maximo e minimo, pontos antipodas e arco
de circulo maximo. Nesta atividade vocé ird conhecer alguns elementos
fundamentais da Geometria Esférica. Para isso € necessario que vocé o0s

construa com auxilio do Geogebra.

Segunda Atividade — Etapa |
1) No programa Geogebra, deixe somente a “janela de visualizagdo 3D” aberta
com o plano e os eixos ocultos. Em seguida, construa uma esfera qualquer e
denomine seu centro de O. Se desejar, altere a cor e a transparéncia da esfera.
2) Utilizando a ferramenta “ponto em objeto”, selecione dois pontos quaisquer
sobre a esfera e, em seguida, selecione a ferramenta “plano por trés pontos”
para construir um plano passando pelo centro da esfera e pelos pontos

escolhidos anteriormente.

Figura 14 - Construgdo de um plano que passa pelo centro e dois pontos da esfera
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Fonte: arquivo da atuora.

Debata com acerca do que pode ser a intersecéo do plano com a esfera.

3) Selecionando a ferramenta “intersecéo de duas superficies”, clique no plano
e na esfera construidos no item anterior. Se necessario, para uma melhor
visualizacao, altere o angulo de visdo da esfera pressionando o botédo esquerdo

do mouse, sobre uma area livre da janela de visualizacao, e arrastando o cursor.
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Figura 15 - Intersecdo de um plano com uma esfera
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Fonte: arquivo da autora.

4) Vocé deve ter observado que a intersecdo encontrada no item anterior é um

circulo. Compare o circulo obtido por vocé com o do colega ao lado. O que eles

possuem em comum? Justifique sua resposta.
5) Utilizando a ferramenta “ponto em objeto” selecione trés pontos sobre a esfera

que nao estejam contidos no plano construido anteriormente. Agora, construa

um plano passando por esses pontos e, novamente, sua intersecdo com a

esfera.

Em seguida, oculte os planos construidos para uma melhor visualizagdo da sua

construcao.

Figura 16 - Intersecdes de dois planos diferentes com a esfera
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d:061x+1.17y +2.462=6
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® A=(121,19,0)
® B=(-2.64,0.54,032)
® C=(0.76,217,023)
® D=(-249,1.39,145)
® E=(.08,1.36,1.88)
® F=(007,28,137)

Entrada:

Fonte: arquivo da autora.



5) Mais uma vez, a intersec¢ao do seu plano com a esfera foi um circulo. Compare
agora os dois circulos obtidos por vocé, sendo um neste item e o outro no item
anterior. Eles séo diferentes. Tente explicar o porqué de isso acontecer ao colega
do seu lado.

6) Na Geometria Esférica, um circulo como o construido por vocé no item 4 é
chamado circulo méximo. Um circulo maximo sobre uma esfera possui o centro
coincidente com o centro da esfera e o mesmo raio da esfera. Ja o circulo

construido no item 5 é chamado circulo minimo.

Segunda Atividade — Etapa Il
1) Construa novamente uma esfera e denomine o seu centro por O. Agora,
marque um ponto sobre a esfera nomeando-o de A e trace uma reta que passa

por esse ponto e pelo centro O da esfera.

Figura 17 - Reta que passa por um ponto A e centro O da esfera
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Fonte: arquivo da autora.
2) Utilizando a ferramenta “intersecao de dois objetos” encontre os pontos de
intersecdo da esfera com a reta criada anteriormente. Observe que um dos
pontos de intersecdo € o proprio ponto escolhido sobre a esfera e denomine o

outro ponto de B.



Figura 18 - Pontos A e B da interse¢do de uma reta secante a esfera
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Fonte: arquivo da autora.

O que aconteceu com os dois pontos da reta que ficaram sobre a esfera? Eles
possuem alguma caracteristica especial? Compare a sua construcdo com seu
colega e veja se ele encontrou a mesma coisa.

3) Os pontos A e B que vocé encontrou na atividade anterior sdo diametralmente
opostos, ou seja, formam o didametro da esfera construida. Estes pontos seréo
chamados de pontos antipodas. Quaisquer outros dois pontos que ndo sao
diametralmente opostos serdo chamados ndo antipodas.

4) Oculte a reta construida anteriormente, marque mais um ponto sobre a esfera
e o nomeie de C. Trace agora um circulo maximo que passe por A e C (para isso

nao se esquece de construir um plano passando por A, C e O).

Figura 19 - Circulo méximo determinado por Ae C
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Fonte: arquivo da autora.

5) Vocé deve ter percebido que o circulo maximo esta dividido pelos pontos A e
C em duas partes, ou seja, em dois arcos. Essas partes serdo denominadas na

Geometria Esférica de arcos de circulo méaximo.



6) Note que os arcos de circulo maximo que vocé criou no item anterior servem
para ligar os pontos A e C utilizando percursos diferentes. Diremos que a
distancia entre A e C é o comprimento do menor dos dois arcos de circulo
maximo que ligam A e C.

7) O menor arco de circulo maximo na Geometria Esférica é equivalente ao
segmento de reta da Geometria Euclidiana. Vocé consegue relaciona-los?
Discuta com seu colega ao lado.

8) Trace agora um circulo maximo qualquer passando por B. Vocé pode usar os

pontos A e C, ou criar um novo ponto sobre a esfera.

Figura 20 - Intersecdo de dois circulos maximo
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Fonte: arquivo da autora.

9) O circulo construido no item anterior intersecta o circulo construido em 4?
Compare sua resposta com a de seus colegas.

10) E possivel tragar um circulo maximo passando por B que nio intersecta o
circulo obtido em 4? Discuta com 0s outros alunos.

11) Vocé deve ter observado que, na Geometria Esférica, dois circulos maximo
sempre se intersectam. Como os circulos maximo da Geometria Esférica
equivalem as retas da Geometria Euclidiana, vemos que na Geometria Esférica
retas paralelas se encontram! Discuta essa descoberta com seu colega. Isso te
causa estranheza?

12) Para finalizar, descubra quantos circulos maximos existem passando por A

e C e quantos existem passam por A e B.



Figura 21 - Circulo maximo determinado por A e C e circulos maximos determinados pelos
pontos antipodas A e B
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Fonte: arquivo da autora.



TERCEIRA ATIVIDADE - Triangulo Esférico
Objetivo: Apresentar o conceito de triangulo esférico, a partir de sua construcao

no Geogebra, e induzir o aluno a deduzir que a soma dos angulos internos de

um triangulo esférico € maior que 180°.
1) No Geogebra, oculte os eixos e o plano, e em seguida, construa uma esfera
qualquer de centro O (se desejar, altere sua cor e transparéncia).

2) Marque trés pontos sobre a esfera e denominando-os de A, B e C.

Figura 22 - Trés pontos quaisquer de uma esfera
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Fonte: arquivo da autora.

3) Com a ferramenta “arco circular’, construa os arcos de circulo maximo

utilizando os pontos marcados anteriormente, dois a dois.

Figura 23 - Triangulo esférico
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Fonte: arquivo da autora.



4) A figura obtida é semelhante a de seus colegas? Qual nome vocé daria para
essa figura? Discuta com seus colegas.

5) A figura obtida no item 3 € chamada triangulo esférico ABC. Os pontos A, B e
C séo os veértices desse triangulo e os arcos construidos em 3 séo os lados do
tridngulo esférico. Os angulos internos desse triangulo, que chamaremos de
angulos esféricos, sédo definidos como o angulo entre as retas tangentes aos
circulos maximos nos vertices.

6) Com a ferramenta “reta tangente” selecione um vértice do tridngulo esférico
ABC e, em seguida, um dos circulos maximos determinado por ele. Repita a
operacao para o outro circulo maximo determinado por esse ponto para construir
assim as duas retas tangentes ao circulo passando pelo vértice. Posteriormente

repita a operacao para 0s outros vértices.

Figura 24 - Retas tangentes aos lados do triangulo esférico ABC
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Fonte: arquivo da autora.

7) Para medir o angulo entre duas retas, selecione a ferramenta “angulo” e
selecione as retas tangentes a um dos vértices. Repita essa operacdo com as
outras retas tangentes. Caso seja necessario, para melhorar a visualizacao
diminua a transparéncia da esfera.

8) Vocé deve ter notado que o programa indica a medida dos angulos esféricos
do triangulo ABC. Agora some as medidas dos angulos do triangulo esférico
construido. Compare o valor obtido com o dos outros alunos, a resposta foi a
mesma?

9) Sabendo o valor da soma dos angulos internos de um triangulo qualquer da
Geometria Euclidiana, que relacdo vocé pode formar com a soma dos angulos

internos de um triangulo esférico da Geometria Esférica?



