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Capitulo 1

Contexto historico

Quando se conhece bem problemas e¢/ou modelos classicos na Matematica acaba-
mos por nos familiarizar e ter mais facilidade de modelar situacoes novas. Nesta pesquisa
estudamos especificamente dois modelos, o que descreve a catenaria e o que descreve a
tractriz.

As antigas civilizagoes tinham uma visao mitica sobre a realidade daquilo que nao
podiam explicar ou compreender, como por exemplo os fenémenos da natureza (raios,
trovao, chuva e etc.), atribuindo suas origens aos deuses, o que acarretou na cria¢ao de
mitologias.

O pensamento filoséfico-cientifico, teve inicio entre os gregos com o advento da filo-
sofia, que proporcionou o questionamento dos dogmas até entao inabalaveis. Esse conhe-
cimento advindo dos gregos procurava moldar as ciéncias da natureza, no que poderiamos
chamar de um processo de matematizacao. Considera-se que a Matematica grega e o
pensamento filosofico-cientifico tenham comegado com Tales de Mileto e com Pitagoras,
por volta do século VI a.C. (TALAVERA, 2008).

Com a fundacao da Escola Pitagoérica por volta de 530 a. C., imperou o principio
que os numeros governam todas as coisas, entretanto, nao se sabe precisamente quando
tomaram conhecimento de que nem tudo na natureza pode ser representado através de
niimeros naturais (N) (TALAVERA, 2008). Especula-se que esse fato se deve ao problema
sobre o calculo da medida da diagonal de um quadrado, de medida unitaria, para o qual
na época nao se tinha solucao.

Com o declinio da Escola Pitagérica apos a Idade Média, a Matematica grega voltou-

se inteiramente para a geometria, fugindo da aritmética pitagérica. Os matematicos gre-
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gos introduziram os estudos dos sélidos geométricos tradicionais e acreditavam que havia
apenas duas maneiras de definir uma curva, através do movimento uniforme ou através
da interseccao das superficies geométricas ja conhecidas como por exemplo planos, cones

e cilindros (TALAVERA, 2008).

“0 momento culminante no desenvolvimento da geometria como ramo
da matematica se produz guando Euclides escreve Os Elementos (séc.
11T a.C.) sintetizando o saber geométrico de sua época. A geometria eu-
clidiana constitui de fato a primeira axiomatizacio na histéria da ma-

temdtico” (PARRA e SAIZ, 2001, p. 237).

A Matemadtica grega possuia trés problemas cldssicos, a duplicagao do cubo, a tris-
seccao do angulo e a quadratura do circulo. Esses desafios ndo eram possiveis resolver
com os conhecimentos geométricos da época, o que resultou no desenvolvimento de novas
técnicas, como é o caso dos estudos das secgoes planas de um cone, as chamadas conicas -
parabola, hipérbole e elipse - descobertas pelo discipulo de Platao Menaecmus, no século
IV a.C., e foram aprofundados por Apolonio de Perga (TALAVERA, 2008).

Destaca-se que a Matematica grega limitava-se, ao estudo das curvas pelo ponto
de vista geométrico (TALAVERA, 2008), nao englobavam portanto, um sistema de co-
ordenadas pré-estabelecidas a fim de fazer uma representacao ou analise grafica de uma
equacdo ou relacao expressa (BOYER, 1999).

Aos estudiosos René Descartes (1596-1950) e Pierre de Fermat (1601- 1665) é atribuida
a ideia central da geometria analitica que consiste em associar curvas a equacoes algébricas,
a representacao grafica possibilitou um avanco no estudo tanto das curvas como das
equagoes algébricas em geral (TALAVERA, 2008).

No século XIII, época do Renascimento, surge um processo de observacao da na-
tureza pelo ponto de vista da fisica. Nesse contexto varios problemas foram propostos
envolvendo linhas ou superficies flexiveis de acordo com observacoes feitas de processos
mecanicos da natureza. Dentre eles, o problema do fio suspenso que se tornou um dos

mais importantes e famosos da histéria do céalculo.

1.1 Contexto Historico da Catenaria

O estudo da catendria foi iniciado pelo matemadtico italiano, Galileu Galilei, (1564~
1642), grande astréonomo, matemitico e fisico dos séculos XVI e XVII (MENDES, 2017).

Entretanto:

Digitalizado com CamScanner



“Galileu, erradamente supés ter encontrado outra aplicagao da pardbola
na curva de suspensio de uma corda ou corrente (catena) flexivel, mas
mais tarde, ainda no mesmo século, os matematicos demonstraram que
€883 curva, a catendiria, nao 86 nao é uma pardbola como nem sequer é

algebra” (BOYER, 1999, pg. 232).

Este fato nao foi um caso isolado ao longo da histéria, no Brasil em 1894, por
exemplo, Olavo Freire em sua obra Nocgoes de geometria pratica, em sua décima quinta
edi¢ao usou uma ponte pénsil como sendo um exemplo da representacao de uma parabola.

O problema do fio suspenso foi langado oficialmente a comunidade matematica em
1690, no Acta eruditorum, jornal fundado por Leibniz e anunciado por Jacob Bernoulli
(1654-1705): “E agora vamos propor este problema: encontrar a curva formada por um
fio pendente, livremente suspenso a partir de dois pontos fixos” (MAOR, 2004, p.183).

Johann Bernoulli (1667-1748) irmao de Jacob Bernoulli, chegou a solugao do referido
problema ¢ além dele, Leibniz e Huygens. Johann Bernoulli redigiu uma carta para um

amigo falando sobre seu feito e sua interacdo com seu irmao Jacob Bernoulli:

“ [...] Os esforgos de meu irmao foram imiteis. Quanto a min, fui mais
feliz, pois encontrara a habilidade (e digo isto sem me gabar, por que de-
veria esconder a verdade?) para resolvé-lo inteiramente. [...] Na manha
seguinte, cheio de alegria, fui encontrar meu irméo, que ainda lutava mi-
seravelmente com esse nd gordio, sem chegar 4 parte alguma, sempre
achando, como Galileu, que a catendria era uma pardbola. Pare! Pare!,
Eu disse a ele, nao se torture mais tentando provar a identidade da ca-

tendria com a pardbola, porque ela é inteiramente falsa” (MAOR, 2004,

pg. 184).

A familia Bernoulli dedicou-se a investigacao e ao ensino, essencialmente, de ma-
tematica. Cientificamente, contam com um extenso rol de contribuigoes associados ao
estudo do calculo (MARTINS, 2014). Jacob Bernoulli foi o primeiro da familia a dedicar-
se a Matemadtica, foi professor de Matematica na Basileia momento em que ensinou Ma-
tematica a Johann Bernoulli, os dois entao comecaram a se debrucar nos calculos reali-
zados por Leibniz, que até entao eram vistos como confusos aos matematicos da época.
Vale ressaltar que embora a disputa entre estes intelectuais tenha sido exacerbada, é fato,
que ambos deixaram proficuos conhecimentos que desencadearam no avanco do calculo.
(ALBRECHT e SCHEEREN, et. al. 2014).

O holandés Christiaan Huygens (1629-1695), que possivelmente recebeu o desafio do
fio suspenso pelo mateméatico Marin Mersenne (1588-1648), demonstrou que uma corrente

suspensa nao poderia adquirir a forma de uma parabola, todavia nao chegou a definir qual
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seria essa nova curva.

O alemao Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) em 1961 publicou uma repre-
sentacao da catendria. Alids, a palavra catenaria vem do latim catena que significa cadeia
ou corrente, a curva que representa a corrente suspensa foi batizada com este nome pelo
proprio Leibniz.

Enquanto o método de Huygens era geométrico, o de Leibniz e Johann Bernoulli
era analitico. A descoberta da equacao da catenaria pode ser considerada como uma

importante solugao dos problemas da histéria do calculo (TALAVERA, 2008).

Definicao 1. Uma equacao transcendente € uma equacao que contém alguma funcao que
ndo € redutivel a uma fragdao entre polinémios, e cuja solucdo nao pode ser expressa através

de funcoes elementares.

A catendria é uma curva de equacéo transcendente, podendo ser expressa, na notagao

moderna como:
eax _|_ e*ﬂ.x
2

Note que a é uma constante que depende dos parametros fisicos da corrente massa

y(x) =

por unidade de comprimento e a tensao com a qual ela é segura. Vale ressaltar que a
equacdo da catendria nao foi apresentada originalmente dessa forma, pois o nimero e
ainda nao tinha essa notacao, pois a funcao exponencial nao era considerada uma funcao
independente, mas sim a funcdo inversa da logaritmica (TALAVERA, 2008). Destarte
a equacao era subentendida a partir do modo como a curva foi construida por Leibniz
(MAOR, 2004).

O calculo desenvolvido por Newton e Leibniz permitin um grande avango para a
Matematica, pois com essa ferramenta os engenheiros, fisicos e astronomos. que exploram
o universo fisico agora possuiam uma técnica para estudar as curvas nao somente de forma
geomeétrica, que era a forma tradicional, agora podiam estudar qualquer curva e funcao
através de suas equacoes.

“Portanto, o cdlculo, a partir da solu¢do do problema da corda sus-
pensa, tornou-se menos geométrico e mais analitico, encontrando um am-
plo campo de aplicagao no entendimento do universo fisico e também
no entendimento dos fendmenos fisicos mensurdveis, como a gravitagao,

a luz, o calor, o som, a eletricidade, as ondas de radio e o magne-

tismo” (TALAVERA, 2008, pg. 46).

5
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Essa curva mostrou intimeras aplicacoes das quais citamos seu uso recorrente na en-
genheira e arquitetura, pois suas propriedades foram fundamentais para o aprimoramento
das técnicas de construcao de pontes pénseis. A resolugao de problemas como o da corda
suspensa possibilitou o desenvolvimento nao apenas da teoria mecanica, mas também a
analise (BOS, 1985).

Diante do exposto, a catenaria foi um marco importante na histéoria do calculo
diferencial e integral, proporcionou o aprimoramento, construgao e desenvolvimento de

conceitos em diversas areas das ciéncias exatas, em especial na Matematica Aplicada.

1.2 Contexto Historico da Tractriz

Outra curva que merece destaque na categoria de curvas que tiveram grande im-
portancia no desenvolvimento da matematica, é a tractriz . A tractriz, é um problema
que trata de curvas de perseguigao, chamando a atencao de matematicos como Leibniz,
[saac Newton e Huyghens. O problema consistia determinar a trajetoria descrita por
um relégio de bolso enquanto a corrente do mesmo (de comprimento fixo) mantinha-se
esticada e sua extremidade percorria uma linha reta (SECCO, 2019).

A curva foi denominada por Huyghens de tractriz, e é originada da palavra latina
trahere, que significa puxar ou arrastar. O arquiteto francés Claude Perrault propos o
problema em 1670 a Leibniz que apesar de demonstrar interesse, nao conseguiu solu-
ciona-lo. O estudo dessa curva foi aprofundado por Isaac Newton seis anos mais tarde,
que demonstrou ser constante o comprimento dos segmentos tangentes a curva. Foi resol-
vido por Huyghens em 1682 encontrando uma expressao analitica, além de generalizi-la
(RAPOSO, 2013).

Os estudos da tractriz foram importantes por exemplo no desenvolvimento de veiculos
articulados, pois para estudar o deslocamento destes veiculos, é necessario conhecer como
se relaciona o percurso do centro do eixo dianteiro do mesmo com a respectiva posicao,
bem como saber que trajetéria descreve o pneu dianteiro externo (pneu oposto ao vo-
lante), dai sua importancia no nivel rodovidrio (RAPOSO, 2013). Além disso, a resolugéio
do problema da tractriz propiciou uma ascensao no estudo das chamadas curvas de per-
seguicao.

Uma caracteristica da tractriz é que ela representa diversos percursos, desde o mo-
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vimento de um barco puxado por um operario por meio de uma corda de comprimento
fixo ao longo da margem do cais, até o deslocamento de um cao em um passeio guiado por
seu cuidador, em uma situacao similar a anterior (BAVARESCO, VEIT, STROSCHEIN;
2020).

Tais constatagoes nos mostram a relevancia de se estudar a catenaria e a trac-
triz, bem como seus modelos matematicos expressos por equagoes diferenciais ordinarias.
Destaca-se que além de ser duas aplicagoes dentro da area das Equacgoes Diferenciais,
a Catenaria e a Tractriz podem ser motivadora para o ensino do Calculo, Geometria

Diferencial, Calculo Variacional e Analise Numeérica.
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Capitulo 2
Equacoes Diferenciais

Uma equacao diferencial (ED) é uma equagao que contém as derivadas ou diferenciais
de uma ou mais variaveis dependentes, em relacao a uma ou mais variaveis independentes.
As equacoes diferenciais sao classificadas de acordo com o tipo, a ordem e a linearidade.

Uma equagao diferencial ordinaria (EDO) é uma equacao que envolve uma funcio

. s . . an _— . .
y = f(x), de uma varidvel independente e suas derivadas dxH . Quando a funcao incognita

depende de mais de uma variavel temos uma equacao diferencial parcial (EDP).
No presente trabalho sao abordadas as equacoes diferenciais ordindrias, que podem
ser expressas na forma padrao:
— =f(x
= 6y

Ou em sua forma diferencial:
M(x,y)-dx+ N(x,y)-dy=20

A ordem da Equacao Diferencial Ordinaria equivale a ordem da mais alta derivada,
e 0 grau ¢ a poténcia a que se acha elevada a derivada de ordem mais alta. Vejamos o
exemplo a seguir:

Exemplo 2.0.1. Determine a ordem e o grau das equacoes diferenciais.

2%

a)y +5y-y =e

Tem ordem 2 e grau 1.

b) (y')'=3-(y) +2y=0

Tem ordem 2 e grau 4.
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c)4-(y") —(y")® + 8y = cos(x)
Tem ordem 3 e grau 5.

Observacao 2.0.1. No caso em que %% = f(x,y) e M(x,y)-dx+ N(x,y)-dy =0 temos

ordem 1 e grau 1.

Definicao 2. Uma equacao diferencial é chamada linear quando pode ser escrita na

forma:

dny dn—ly
e T o) e

+ot a0 Yty -y = g(x)

An(x) dx

A variavel independente y e todas as suas derivadas sao de grau 1, e cada coeficiente

depende apenas da varidvel independente x.
Observacao 2.0.2. Uma equagao que nao € linear é chamada nao-linear.

As Equagdes Diferenciais Ordindrias podem ser classificadas ainda como: homogéneas,
exatas e separaveis.
Definicao 3. (Homogéneas): Uma Equag¢do Diferencial Ordindria na forma padrdo é
dita homogénea de grau n se, para todo t € R, € satisfeito:

ftx, ty) = t* - f(x,y)
E € dita homogénea de grau 0 se, para todo t € R, vale a relagao:

f(tx, ty) = f(x,y)

Definicao 4. (Ezxata): Dada uma Equacgdo Diferencial Ordindria na forma diferencial,

dizemos que € exata se vale a igualdade:

M _ oN
dy  ox

Onde M = M(x,y) e N = N(x,y). Essa igualdade é chamada Teste da Exatiddo.

No decorrer desse trabalho, é recorrente o uso do método de resolucao das equacoes
de variaveis separdveis logo sera feito um estudo mais aprofundado para ajudar na com-

preensao do leitor.

Digitalizado com CamScanner



2.1 Equacoes Separaveis
Definigao 5. Seja a EDO na forma diferencial:
M(x,y) - dx+N(x,y) -dy =0

Se M(x,y) = A(x) e N(x,y) = B(y), entdo dizemos que a EDO é de variaveis
separaveis da forma:

A(x)-dx+B(y)-dy=0 (2.1)
Uma equacdo do tipo (2.1) pode ser resolvida como segue:

JB[y]~dy=J'A(x]'dx (2.2)
No que segue apresentamos dois exemplos para melhor elucidar tais conceitos.

Exemplo 2.1.1. Resolva a EDO:

dy —2x
dx ~ y2
Resolucao 1. Note que
y? - dy =—2x-dx (2.3)

Na equagdo (2.3) o termo que acompanha dy depende apenas dey, e ainda o termo
que acompanha dx depende apenas de x, logo trata-se de uma EDQ de varidvers separdveis.

Assim podemos resolver da forma (2.2).

JyQ'dy = —J2x'dx
3

%—l—cl = —x"+co
3

%—l—xz' = Cy—0C

Faga co — ¢ = ¢, de onde obtemos:
Loan=e
O

Exemplo 2.1.2. Quando uma torta € retirada do forno, sua temperatura € de 150°F,
dois minutos depois, sua temperatura passa para 100°F. Determine a func¢do T(t) que
representa a temperatura da torta em cada instante t, se a temperatura do meio ambiente

em que ela foi colocada é 50°F?

10
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Resolucgao 2. Dados:

T = BO'F
T(0) = 150°F
T(2) = 100°F
A lei de resfriamento de Newton diz que a tara de variag¢do de temperatura T(t) de

um corpo em resfriamento € proporcional a diferenca entre a temperatura do corpo e a

temperatura constante Ty, do meio ambiente, isto €,

dr

=K (T—Tn) (2.4)

Em que k € a constante de proporcionalidade.
Na equacao (2.4) substitutmos T = 50°F, assim:

aT
3 =k (T—50) (2.5)

Note que uma equagdo do tipo (2.5) € de varidveis separdveis, isto €,

ar
o e it 2.
T—50 d (2.6)

Integrando ambos membros da equacdo (2.6) seque:
dar
— = |k-dt
J T—50 J
lan = 50! +c = kt + Ca
Fazendo ¢c3 = c3 —cy. De onde:

In|T—50] = kt+cs

T—SU s ekt—l—ca
Chame ¢y = €°? e assim temos:
T—50 = c4-et
T(t) = c4-€* 450 (2.7)
Considerando que T(0) = 150°F, e substituindo na equagdo(2.7) resulta:
T(0) = c4-e*9+50

150 = ¢4 +50

Cy = 100

11
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Substituindo o valor de ¢4 encontrado na equagdo (2.7), seque que:
T(t) =100 - e** 450 (2.8)

Por outro lado, temos T(2) = 100°F, e substituindo na equagdo (2.8) determinamos

a constante de proporcionalidade:

T(2) = 100-e* 450

100 = 100-€e** +50

100 - e** = 50
o s 1
2

L Il

2

k = —0,3465736

Voltamos a equacao (2.8) para substituir o valor de k = —0, 3465736, e portanto a

funcdo T(t) que representa a temperatura da torta em cada instante t € dada por:

T[t] =100 - e—3,34fi5736.t e 50

2.2 Equacao Diferencial Linear de 2® ordem

Uma equacao diferencial linear de segunda ordem é da forma:

d*y dy
e + a;(x) - ax + ag(x) -y =g(x)

az(x)
ou ainda:
az2(x) -y +ai(x) -y +ao(x) -y = g(x)

Dependendo da notacao que se adotar, se g(x) é identicamente nula, a equacao di-
ferencial é chamada homogénea, caso contrario nao-homogénea.

Para encontrar a equacao que descreve a catenaria iremos partir de uma equacao dife-
rencial linear de segunda ordem, como veremos mais adiante a funcao incognita serd trans-
cendente. Na maioria dos casos, essas equacoes nao possuem uma solucao expressa através
de funcoes conhecidas, sendo necessario recorrer ao calculo numérico e seus métodos para

se obter uma solucao.

12
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Capitulo 3

Funcoes Hiperbdlicas e suas

propriedades

As funcoes hiperbdlicas sao definidas de forma similar as funcoes trigonométricas,
isto é, usando a hipérbole equilatera, da mesma maneira que as trigonométricas com o
circulo unitario.

Sao expressas por exponenciais, na forma:

xX —X

sinh(x) = %
cosh(x) = HTG_ (3.1)

Obs 1. Vale relembrar que o cosh(x) € uma funcdo par e sinh(x) € uma funcdo impar,
isto €, cosh(x) = cosh(—x) e sinh(x) = —sinh(x), para todo x € D(f).

A partir dessas funcoes, deduzimos as demais:

sinh(x) e*—e™*

te h = —
mnli{x) cosh(x) ex+ex
1 osh X4 e ¥
coth(x) = _ Lf)% (x) _e+e
tanh(x) sinh(x) e*x+ex
1 2
sech(x) = =
(x) cosh(x) ex+e™x
1 2
cossech(x) = =

sinh(x) ex—e *

Ademais sao validas as seguintes identidades:

cosh?(x) —sinh?(x) = 1

1—tanh®*(x) = sech?(x)
coth’(x) —1 = cossech?(x)
13
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Como visto as fungoes trigonométricas e as hiperbélicas possuem semelhancas, porém
existem diferencas sutis como é o caso do sinh(x) e cosh(x) nao possuirem periodos, a
funcao sinh(x) é ilimitada, o cosh(x) varia de 1 ate +o00; ja a tanh(x) é limitada variando
de —1 a 1.

Se tomarmos x, = ¢ - x onde Xg, ¢ s@o constantes reais com x # 0. Entao por (3.1)

temos:
ecx + e—cx
2

Funcoes Hiperbdlicas sao fundamentais para resolver o problema da Catenaria, tendo

cosh(c-x) = (3.2)

em vista que a solugao da equacao diferencial que descreve a curva é dada por fungoes
hiperbélicas. Para um estudo mais detalhado das funcoes hiperbdlicas o leitor pode consul-
tar [3]. Ademais para ajudar na compreensao, apresentamos o exercicio do livro Equagoes

Diferenciais do autor Nagle(2012) encontrado na pagina 122.

Exemplo 3.0.1. Um modo de definir funcées hiperbolicas é por meio de equacdes di-
ferenciais, assim, considere a equacioy — y = 0. O cosseno hiperbdlico, cosh(x), é
definido como a solu¢do dessa equagdo sujeita aos valores iniciais: Yy(0) =1 e y'(0) =0.
O seno hiperbdlico, sinh(x), é definido como a solu¢ao dessa equagdo sujeita aos valores

iniciais: y(0) =0 ey (0) = 1.

a) Resolva estes problemas de valor inicial para derivar formulas ezxplicitas para cosh(x)

e sinh(x). Mostre também que d%c[cosh[x)] = sinh(x) e %[Sinh(x]] = cosh(x).

Resolucao 3. Para o cosh(x) temos a Equag¢ao Diferencial:
y —y=0 (3.3)
Com o problema de valor inicial:
y(0)=1ey'(0)=0

A equagdo caracteristica associada para (3.3) é 2 —1 =0, e que possui duas raizes

reais distintas v = +1, assim:
y(x)=cp-e*+cy- e (34)
Derivando a equagdo (3.4) com relagio a x obtemos:

y'(x)=c1-e“—co-e ¥ (3.5)

14
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Substituindo os valores dados de condi¢do inicial em (3.4) e (3.5) temos o sistema:

ci+ce=1

C1—Cz=0

Resolvendo o sistema acima encontramos ¢, = ¢y = %

Voltando a equagdo (3.4) e substituindo os valores de ¢y e ¢y seque que:

y(x) = % - (e* +e7*) = cosh(x)

Para o sinh(x) novamente considerey +vy =0 em que y(0) =0 ey (0) =1 sdo
as condicdes de valores iniciais dadas.

A equacdo caracteristica associada € 2 —1 =0, de onde r = £1, assim:

y) =c1 e+ e (3.6)

Derivando a equagao (3.6) com relagdo a x obtemos:
y'(x)=c;- € —cp-e* (3.7)

Substituindo os valores dados de condigdo inicial em (3.6) e (3.7) tem-se:

¢i+c2=0

ci1—C=1

De onde seque que ¢y =1/2 e co =—1/2.

Substituindo os valores de ¢, € 3 na equacdo (3.6) concluimos que:
1 X —x .
y(x]=§- (e* — e *) = sinh(x)

Tomemos agora y(x) = cosh(x), assim:

d d [1
dx dx |2

— [cosh(x)] = — |= - (e + e_"]] = % - (e —e™*) = sinh(x)

Por outro lado fazendo y(x) = sinh(x), seque que:

d d [1 1
e [sinh(x)] = 7 [§ - (e* — e_")} =g (e* + e *) = cosh(x)

15
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b) Prove que uma solugio geral da equag¢ioy —y = 0 € dada por: y(x) = ¢, -cosh(x)+

Cs - sinh(x).
Resolucao 4. Para provar tomemos a funcdo:
y(x) = ¢; - cosh(x) + ¢5 - sinh(x) (3.8)
Derivando a equagado (3.8) duas vezes com relagdo a x obtemos:
y"(x) = ¢; - cosh(x) + ¢, - sinh(x) (3.9)
Substituindo (3.8) e (3.9) na equacdo diferencialy” —y =0, obtemos:
¢y - cosh(x) + c5 - sinh(x) — [c; - cosh(x) + ¢, - sinh(x)] =0

De fato, a fun¢ao (3.8) satisfaz a equagdo diferencial dada. Note ainda que com
as condigdes iniciais cosh(0) = 1 e sinh(0) = 0, cosh(x) e sinh(x) sad linearmente

independentes em (—oo, 00).

g

Suponha que a. b e ¢ sejam constantes dadas para as quais a-r>+b-c+c =10
tem duas raizes reais distintas. Se as duas raizes forem expressas na forma o — 3
e o + B, mostre que a solucio geral da equacdo a -y +b-y +c-y =20 ¢
y(x) =cy - e** - cosh(Bx) + co - €** - sinh(Bx).

Resolucao 5. Primeiramente, sejam vy = «+ e 1o = &« — B duas raizes reais e
distintas da equagdo caracteristica a-1*+b-c+c =0, considerando esta hipétese,
devemos ter que a solucdo geral para a equacdo diferencial a-y” +b-y +c-y =0

deve ser da forma:

Y(x) =cy € f o€ (3.10)
Substituindo T, e o em (3.10) obtemos:

y(x) = cy - el®HBIX 4 ¢, gla—B)x

y(x) =e* - (c3: eP* +¢q- e7P¥) (3.11)

Note que:
T e i ze_ﬁx P _ge_ﬁx — B (3.12)
coabilB) —inh(Bx) — & J;e_ﬁx - [eﬁx _Qe_sx] — B (3.13)
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d)

Substituindo (3.12) e (3.13) em (3.11) obtemos:
y(x) = e* -{c3- [cosh(Bx) + sinh(Bx)] + ¢4 - [cosh(Bx) — sinh(Bx)]}
= e .{c3-cosh(Bx)+ c4 - cosh(Bx)+ c3 - sinh(fx) — ¢4 - sinh(px)}
= e -{[c3+ c4] - cosh(Px) + [c3 — c4] - sinh(Bx)}
Fazendo ¢y =c3+c4 € Co =3 — ¢4 temos:
y(x) =c; - e** - cosh(Bx) + co - €** - sinh(Bx) (3.14)
O
Use o resultado da parte (c) para resolver o problema de valor inicial: y +y —6y =
0, y(0) =2, y'(0) =—17/2.

Resolucao 6. Note que a equagioy +y —6y =0, € 0 caso da equagio a-y +b-
y4+cy=0emquea=1,b=1ec=—6comm, =—1/245/2 ety =—1/2—5/2,

assim pelo item ¢ equagao (3.14) uma solugao geral dessa equagao é da forma:

y(x) =c1- e~7* . cosh (%x) +co- e 7% -sinh (gx) (3.15)
Derivando (3.15) com relagdo a x encontramos:
'(x) = —l-c +§-c e~ 7% cosh §x + —l-c —|—§'c . €7 2% . sinh éx
S | =g 2 Tk == L

(3.16)

Aplicando as condicées iniciais dadas

, 17
y(0) =26y (0) =%
obtemos o sequinte sistema:
c1 =2
20, =1
ki
Cuja solugao é ¢; =2 e ¢y = —3, substituindo em (3.15) temos:
1
i 5 o 5
ylx)=2-e 2 . cosh(éx) —3-e 2 . smh(§x) (3.17)

Essa € a solugdo que satisfaz a equacao diferencial com os valores iniciais dados.

d
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Capitulo 4

Modelo Matematico da Catenaria

Suponhamos uma corda flexivel de densidade uniforme suspensa entre dois pontos
sujeita apenas a acao da gravidade. Escolha um sistema de coordenadas cartesiano, de
modo que o eixo dos y passe pelo ponto P, o mais baixo da corda, e seja ortogonal a
curva nesse ponto. Note que a curva é simétrica em relacao ao eixo dos y assim escolhido

figura abaixo:

\

Tp-sinf

P, x,
avel) L) Ty -cosd

P, (0.0) g

Fonte: Oliveira, 2021.

Tome um outro ponto P, qualquer da curva e denote por S o comprimento da curva,
de P; = (0,0) a P2 = (x,y). Seja wy a densidade linear (peso/unidade de comprimento)
da corda.

A parte da corda entre os pontos Py e Py estd em equilibrio estatico sob a acao de
trés forcas: a tensao T; em Py, a tensao T, em Py estd atuando na direcao da tangente

devido a flexibilidade da corda e o peso da corda wy - S.
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Seja 0 o angulo formado pela reta tangente a curva em P; e o eixo dos x. A tensao T,
tem duas componentes, uma horizontal e outra vertical. Como a corda estd em equilibrio

estatico temos:

TQ ! sm[ﬁ] =Wy - S
T2 1 COS[B] = Tl

De onde resulta

D ) s (4.1)
T
Onde wg e T, sdo constantes reais.
Em (4.1) temos tan(0) = %—3, entao:
dy wy-S
- = 4.2
dx Tl ( )
Note ainda que em (4.2), S é uma funcao de x. Por isso podemos reescrever:
dy _ wy
=2 o ¢ 4.3

Lembre-se que a funcao comprimento do arco entre os pontos P; e Py é dada por:

S(x) = r 1+ (d—y)zdx (4.4)
N 0 dx .
Assim, substituindo (4.4) na equacao (4.3) obtemos:
dy wg [* dy\?
ek 1 o 4.5
dx T, L, * (dx) e )

Derivando ambos os membros da equacao (4.5) com relacio a x:
2 2
dy  wy dy
=t = g Teds | == (4.6)
dx T, dx
Na equacao (4.6) obtivemos uma equacao diferencial ordinéria nao-linear de segunda
ordem cuja solugao é a funcao que tem como grafico a catenaria.
Para facilitar os calculos tome ¢ = %‘1, em que ¢ é uma constante real. Na equacio

(4.6) reduzimos a ordem através da substituigdo g(x) = %3, de onde obtemos:

g(x) = c-/1+I[g(x)]?

g'(x) B
VitloE
1 Jdg
1+[gx)P? dx
49 = c-dx (4.7)
1+ [g(x)]?
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Observe que a equacdo (4.7) é uma EDO de varidveis separaveis, logo pode ser

resolvida da forma (2.2). e assim:

| == e ax (48)
Vv 1+ [g(x)]?

Na equacao (4.8) a integral do lado direito da igualdade sai de forma direta. Ja para
o primeiro membro utilizaremos substituicao trigonométrica.

Seja g(x) = tan(0), entdo dg = sec?(0) - dO, consideremos também a identidade

trigonométrica 1 + tan?(0) = sec?(0), substituimos na equacao (4.8) e temos:

J\/;ﬁ—%‘?” a0 = c-de

sec?(0) _
J\/mAdB = c¢-(x+ko)
sec”(0)
JSBC(G) -d0 = c-x+c-kg
Jsec[B)dB = c¢c-x+c-ko (4.9)

Faga k; = ¢ - kg na equacao (4.9) de onde:
Jsec[e]dﬁ = ¢ -x+k
In|sec(B) +tan(0)|+k; = c-x+k;
In|sec(B) +tan(8)] = c-x+k; — ko (4.10)

Lembre-se que tan(0) = g(x) e sec(0) = /1 + [g(x)]?, entdao substituindo na

equacgio (4.10) obtemos:

In|\/1+[g(x)12+g(x)|=c-x+k —ko (4.11)

Na equacio (4.11) lembre que tomamos g(x) = 9% = y’(x) logo g(0) =y'(0) = 0.

x

entao k; = ky. Assim temos:

In|lv/1+[g(x)]2+g(x)] = c-x
V14 [g(x)]2+ g(x) e (4.12)

Elevando os dois membros da equacao (4.12) ao quadrado, temos:

{ 1+[ X ]2+g x)}Q s eZcx
[gx)?+2-g(x)-V1+[gx)2Z+ 14 [g(x)]? = e
1+2'[£-][7€)]2 = e —2.g(x)- 1+ [g(x)]2

(4.13)
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De (4.12) vem que

mos:

1+ [g(x)]2 = e“* — g(x), substituindo na equacio (4.13) obte-

1+2-[gx)]* = e**—2-g(x)-[e —g(x)]
1+2-[gx))? = e**—2.¢g(x)-e™+2-[g(x)]?
1 = e21’:.): e ug g(X) . et
9 g[X) e = e2cx ]
e?cx -1
P i
g(x) -
g(X) — et _ X
ecx _ g—cx
a0 = (114)
Lembre-se que g(x) = %%, entdo substituindo na equacao (4.14) vem:
dy B etx _ p—cx
dx 2
de = J e _2‘3 dx
er. _|_ e—CX
2c
Fazendo ks = k4 — k3, na equacao (4.15) obtemos:
l er + E—C'K
Bl R BT, 4.1
y(x) % 5 + (4.16)
Na equacao (4.16) por (3.2) segue que:
1
y(x) = — - cosh(c - x) + ks (4.17)

C

Em (4.17) temos a equacao da Catenaria, observe que o valor da constante ks sé

depende da escolha feita na colocacao do eixo x. No caso em que y(0) = 0, na equagao

(3.17) temos que k5 = —%. Assim:

]: 1
— = .cosh(c-x)— =~
y(x) ;" cos (c-x) p

¢! [cosh(c-x)—1]

Assim, a catenaria é a curva assumida por uma corda suspensa por duas extre-

midades sujeita sob a acao do seu préprio peso em que as tensoes internas equilibram

naturalmente o peso, e portanto é comum utiliza-la em diversas dreas tais como: enge-

nharia, arquitetura, fisica e etc.
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Capitulo 5

Modelo Matematico da Tractriz

Suponhamos que uma particula localizada num ponto P = (x,y) ¢ arrastada num
plano horizontal Oxy, por meio de uma corda fixa PA, com comprimento a. sendo A =
(Xq,0) um ponto que se desloca no semieixo positivo das abcissas. A curva descrita pela

particula arrastada é uma tractriz, como ilustra a figura seguinte:

Fonte: Oliveira, 2021.
Considere também o angulo 0 formado entre o segmento PA e o eixo x. Note que:

sin(0) =

y
a
cos(0) = 7"“&_‘3 (5.2)

(5.1)
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A reta r que passa pelos pontos P = (x,y) e A = (x4, 0) é dada por:
y=m-(x—xq)

Lembre-se que m = f'(x), assim:

y="7(x) (x—xq) (5.3)
Denote por R o ponto de coordenadas (x.0). Considere o triangulo formado pelos
pontos P = (x,y), A = (x4,0) e R = (x,0), reto em R, os lados desse triangulo sdao os

segmentos PR =y, RA =x — Xq, PA = a. Aplicando o Teorema de Pitdgoras temos:

92 + (X _xa)z = a?

(x —%xq)* = a*—y?

X—Xy, = *y/az—y? (5.4)

Onde o sinal (—) indica o sentido de percurso positivo do ponto P ao longo da curva,
e o sinal (+) indica o sentido de percurso oposto. Vamos considerar o caso do sinal (+).

Substituindo (5.4) em (5.3) temos:

f(x) = == (5.5)

Em (5.5) lembre que f'(x) = %, assim:

dy__ Yy
dx  aZ—y?

Definicao 6. Um ponto Py = (x0,Yo) € dito singular de f(x) quando ndo se pode calcular

(5.6)

f(xg), ou seja, f ndo € analitica em Xq.

Definicao 7. Seja Py = (xg,Yo) um ponto singular de f(x) entdo Py € uma cispide de

f(x) se f'(x0) # 0 e f®)(x0) ndo € paralela a f"(xo)

nsidere a cispide = como sendo um ponto ractriz, eInos
Considere a pide Py 0,a send ponto da tract logo t 0

problema de valor inicial:

dy_ y
dx  Jai—-ar
yl0)=a
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Note que a equacao (5.6) é de varidveis separéveis, logo

Y

A equacao (5.7) pode ser resolvida da forma (2.2), assim:

o - 52

2 cand
x+k = J~7"C‘yy-dy (5.8)

dx = dy (5.7)

dy

Na equagdo (5.8) a integral do primeiro membro saiu de forma direta e para o
segundo membro considere a substitui¢io y = a - sin(0) entdo dy = a - cos(0) - d6, de

onde aplicando em (5.6) temos:

I E A
xt+ki = J\/ﬂ a. Lal -a-cos(0)-do
a - sin(0)
B va2-(1—sin’(0))
= J- Sin(0) - cos(0) - do (5.9)
Em (5.9) considere a identidade trigonométrica cos?(8) = 1 — sin?(0) logo:
a? - cos?(0
a - cos(0
= J——sin[e(] ) . cos(@) - 46
[ cos?(0)
— . do
| sinte) ¢
[ 1 — sin?(0)
- @ sin(0) =0
— ‘te]-dB—Jsin[B)dB]
J sin

= a- - mcsc(B]dB— Jsin(ﬁ) : dﬁ]

csce(0) — cot(0)
Y " esc(0) — cot(0)
[ csc?(0) — cot(0) - ese(0)

= a- ec(8) — cot(6) do — Jsin(B] : dB] (5.10)

= - - ncsc(B] do —Jsin(ﬁ] : dﬁ]

Em (5.10) considere a substituicao:
u = csc(0) — cot(0)
entao derivando u com relagao a 0 tem-se:
du = [esc?(6) — cot(0) - csc()] - db
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De onde segue,

IES

=
= a-[lnlu—cos(0)] + ks
= a-[ln|esc(B) — cot(0)] — cos(0)] + ko
RN P L)) T | B (5.11)
sin(0)
Por (5.1) e (5.2) temos em (5.11) que:
|, =T
- =
= a |l a |_VEZYI 4y,
Yy a
a J
_ 12 112
AT R I P
a y a
—JaZ—u2 .
:a]n(cl a H)E—a y:|+k2
a y a
_JZ =42  J——
= a- |In a—na~=y i y]+k2
y a
S —uZ
= alna ]j B L az—y?+ks
B o= sy |
x_i_kl — aln u 2o a?_y?_'_kg
y
JaZ 2
Xx = a-'In % —vVaz—y2+k,—k (5.12)
Em (5.12) seja ks = ky — k4, logo
N s e,
x= a-In|2 @y az—y2+k; (5.13)
y

Em (5.13) considere o problema de valor inicial y(0) = a, assim:

s a2 — a2
0 = a.ln#_‘fa2_a2+k3
0 = a-ln‘E‘Jrk3
a
0 = a-lnlll—{—k;;
k3 = 0
(5.14)
Substituimos o valor de k3 = 0 em (5.13) e obtemos:
B = ST
XxX= a-lIln u = a2_92 (5'15)
y
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A equacgao (5.15) expressa a equacdo da tractriz.

Encontramos também a presenca da tractriz no livro de Geometria Diferencial de
Curvas e Superficies (2012) do autor Manfredo Perdigdo do Carmo, primeiro capitulo,
subtdpico Curvas Regulares e Comprimento de Arco, especificamente no exercicio pro-

posto 4 (p. 9) que propoe:
Exercicio 5.0.1. Seja o : (0,71) — R?* dada por:
t
a(t) = (sent, cost + log tgg) (5.16)

onde t ¢ o angulo que o vetor &'(t) faz com o eixo Oy. O traco de x € chamado de

tractriz.

Imagem: Retirado de Perdigio (2012,p.9)

Mostre que:

a. & € uma curva diferencidvel parametrizada, reqular exceto em t = 3.
b. O comprimento do segmento da tangente da tractriz entre o ponto de tangéncia e o

eizo Oy € constante e igual a 1.

Antes de iniciar a solu¢iao do problema (5.0.1) precisamos caracterizar o que é uma
curva diferencidvel parametrizada reqular, assim faremos uso das definicées dadas pelo

supracitado autor [6].
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Defini¢ao 8. Dizemos que uma fun¢do de uma varidvel real é suave ou diferencidvel
quando ela possui em todos os pontos derivadas de todas as ordens (automaticamente

continuas),

Defini¢ao 9. Uma curva diferenciavel parametrizada é uma aplicag¢ao diferencidvel « :

I — R? de um intervalo aberto I = (a,b) da reta real em R3.

Definicao 10. Uma curva diferencidvel « : 1 — R? € denominada reqular quando o'(t) #

0 para todo t € 1.
Agora voltamos ao nosso problema para explicitar a sua solucdo do item a:
Resolugao 7. Temos que a curva « é dada por:
x(t) = (sent, cos t 4 log tg%) (5.17)

Considerando a defini¢do 10, devemos mostrar que para t = 7 temos o'(t) = 0, isto

€, neste ponto a curva nao é reqular. Assim derivamos (5.17) com relacdo a t:

o’ (t) cost sent#—i1 ok L
= ost, — s HeC = L=
tg; - log 10 2 2
cost sent+1 L czt
= ost, — — . —— -gec” =
’ 2 tgi 2
1 coss 1
= cost, —sent+ — - : =
2 sen: cos?Z
1
= cost, —sent4+ —
(D ' +2-sen%-cos%)
( )
= |cost, —sent+ ——
sent

= (cost,—sent+csct) (5.18)

Como queremos mostrar que a curva &(t) ndo € reqular em t = 7, basta fazermos

o/(t) =0 e assim cos(t) =0 e —sent +csct =0 logo t = 7.

d

Para o item b temos:

Resolugao 8. Seja P = (xq,Yo) 0 ponto de tangéncia da reta tangente e Q = (0,y;) o

ponto de interseccao da reta tangente co o eizo \.
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. - d% = A1 = e
De acordo com a parametrizagdo (5.14) temos §F = cost e GL = csct — sent de

onde obtemos:

dy  csct—sent
dx cost

)
o sent

cost
1—sen*t 1
sent cost
cos’t 1

sent cost
cost

= 1
sent (5 9)

Considere agora a identidade fundamental da trigonometria cos®t + sen’t =1 de

onde:

cos’t+sen’t = 1
cos’t = 1—sen’t

cost = V1—sen?t (5.20)

De (5.17) lembre que x = sent, assim substituindo (5.20) em (5.19) temos:

dy cost 1-—x?

dx  sent X

(5.21)

A equagdo da reta tangente a curva em um ponto P = (xg,Yo) € dada pela forma:
Yy — Yo = f'(xo) - (x —x0) (5.22)

Mas em (5.22) note que f'(xq) € o valor da expressao (5.21) para x = xq, assim:

V1I=x5 (x — Xo) (5.23)

Y—Yo = o

Lembre-se agora que tomamos o ponto Q = (0,y,), substituindo em (5.23) temos:

] e
Yi—Yo = —2-(0—xq)
Xo

= —/1-% (5.24)

Calculamos agora a distdncia entre os pontos P e Q:

dp.@) = V(0—x0)2 + (Y1 — yo)? (5.25)
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Elevando os dois membros da equagdo (5.25) ao quadrado temos:

2
[dp.@)]” =5+ (Y1 —yo)? (5.26)

Substituindo (5.24) em (5.26):

2
x5 + (—\Xl—xﬁ)
= xg+1—xg

= 1
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Capitulo 7
Apéndices

O software GeoGebra é um programa de computador que possui versao para celulares
Android voltado para a Matematica, em particular para construcoes geométricas diversas,
como por exemplo graficos de retas, planos, funcoes, solidos e curvas parametrizadas.

O GeoGebra é gratuito e foi utilizado para construcao de dois exemplos de graficos
presentes neste trabalho a catenaria e a tractriz. Quem tiver interesse pode fazer o

download por meio do link https://geogebra.br.uptodown.com/windows.

7.0.1 Construcao da catenaria no GeoGebra

Para construcao do grafico da catenaria usado como exemplo neste trabalho siga os
passos a seguir (Fonte: Oliveira, 2021):
1. Faga o download do software (caso nao tenha ainda);

2. Abra o software, e clique no botao que fica no canto superior esquerdo da tela:

C GenGetrs Clawic. o *

BlopAl A~ QO 4N L=
= z |
|
af |
1 GeoGebra Classico
&l | A Grtico

-
& Janela 3D
I

= Janela CAS

§T Pianina e Calouios.

& R e I N I S R N~ T ] ] ] B 4 Probatsiidade
Meda Exame

3 Download

3. Selecione a opcao Expressao:
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2 Geodeha Dasic

FEleo b bo04iN= 4 Q =
N -
" Teata
M nagam
Apcta
-
a
4. Clique no campo Entrada:
€7 Groet Cliik o x
Bl ~4bo0 &N = Sc Q=
LRk - 1 4 =Y B
03 -
=Y
i qQ
@ s &
5. Neste campo, digite a expressao da catenaria f(x) = cosh(x) — 1:
€ Geoeten assc - o =x
Rl L PO LN s o Q=
1o
"
a
=%
o =

O gréfico ja aparece automaticamente a direita na tela.
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7.0.2 Construcao da tractriz no GeoGebra

Para a tractriz utilizaremos o recurso do GeoGebra de construcao de curvas parame-
trizadas (Definigao 9). Utilizaremos a parametrizagao padrao da tractriz, como t variando

em um intervalo reduzido para fins de demonstracao:
a = (t—tanh(t),sech(t)) :—10<t< 10 (7.1)

Siga os passos do tépico 6.0.1 até a parte 4;

5. No campo Entrada, digite a expressao (6.1).

3 GeoGena Camic = o x
BlaA AP Q04N e B Q=
A S =N i -
® a = Curva([t — tgh(t], sech{t)).t, ~10, :ID]j
e tgh(t), sech{t)), (—10=t= 10)
+
1 1 i TR =z 2 [ e 0 Tz + [
02
L]
oe 2
Q
08 =
2=

O grafico da tractriz aparece automaticamente a direita na tela.
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