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Resumo

Neste trabalho, sugere-se a Modelagem Mateméatica como estratégia no
processo ensino-aprendizagem. Para tanto, apresenta-se uma proposta de atividade
de modelagem que viabiliza discutir os conceitos de Funcédo, Progresséo Aritmética
e Progressdo Geométrica. Dessa forma, toma-se o jogo Torre de Handi e
desenvolve-se um modelo matematico que permite calcular-se o nimero minimo de
jogadas para resolver o jogo, de acordo com o numero de discos estabelecidos,
relacionando Funcéo e Progressdo Geomeétrica.

O Principal objetivo € utilizar a Modelagem Matematica como metodologia de
ensino e aprendizagem, no combatem ao quadro de desinteresse pelo estudo da
Matematica de grande parte dos alunos dos ensinos fundamental e médio.

As analises qualitativas e quantitativas realizadas neste estudo sinalizaram de

forma positiva para o uso da Modelagem Matematica em sala de aula.
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INTRODUCAO

A modelagem matematica cada vez mais tem sido objeto de estudo de muitos
pesquisadores no Brasil e no exterior. Diversas areas como a Biologia, a Fisica, a
Quimica, a Engenharia e a prépria Matematica tém-se fundamentado nos
pressupostos teéricos e metodoldgicos da Modelagem Matematica para testar
hipéteses, provar teorias, formular leis e estabelecer relagdes.

Em linhas gerais, a Modelagem Matematica pode ser entendida como o
estabelecimento de modelos matematicos para resolucdo de problemas reais do
cotidiano. Isto €, significa buscar representacfes matematicas para uma situacao
real, procurando interpretd-la e entendé-la, na tentativa de resolver problemas
relacionados a situacéo (ARAUJO, 2009).

No ambito educacional, o potencial da Modelagem Matematica como
metodologia de ensino-aprendizagem vem sendo bastante discutido e testado nos
diferentes niveis de ensino. Muitos professores e pesquisadores, ligados a
Educacdo Matematica, defendem que essa metodologia propicia um ensino da
matematica mais dinamico, mais vivo e mais significativo (BURAK, 2005;
BASSANEZI, 2006), despertando no aluno o interesse pela pesquisa e
transformando-o em um investigador ao invés de um simples seguidor, “aquele em
permanente busca do conhecimento, que interroga, discute, reflete e forma suas
préprias convicgdes”, como observa Burak (2010, p.19).

Neste artigo, o trabalho de pesquisa foi realizado com alunos matriculados
regularmente no Ensino Médio da Rede Estadual de Ensino do Estado do
Amazonas, 0s quais, no contraturno, frequentam o Nucleo de Atividades de Altas
Habilidades/Superdotacdo — NAAH/S — localizado na Escola Estadual de Educacéo
Especifica Mayara Redman Abdel Aziz. Esse Nucleo faz parte de um projeto do
Ministério da Educacédo (MEC) que implantou um NAAH/S em todos os Estados da
Federacdo, com a adesdo das Secretarias Estaduais de Educacao, objetivando o
atendimento especifico a alunos com habilidades acima da média no campo
intelectual, artistico e psicomotor.

Segundo Biembengut e Hein (2000), para trabalhar com Modelagem
Matematica na sala de aula é preciso que o professor reconheca o0 seu papel tanto
no que concerne as estratégias utilizadas quanto a forma de avaliar os alunos, pois,
guando inserido em tal ambiente ndo é concebivel trabalhar os contetddos de forma

fragmentada e isolados de um contexto.



O uso da Modelagem Matematica como estratégia de ensino proporciona que
se trabalhem modelos e conceitos mateméaticos de forma integrada e gradativa,
possibilitando aos alunos um maior envolvimento com as atividades propostas e o
desenvolvimento dos conceitos existentes em cada modelo.

Trabalhos dessa natureza sao importantes para o avango nas discussdes sobre
Modelagem Matematica e para melhor compreensao das pesquisas na area, uma
vez que, conforme indicam Bicudo e Kluber (2012, p. 03), a modelagem € uma area
em consolidacédo que necessita de “compreensao das concepg¢des assumidas e das

praticas educacionais desenvolvidas”.
MODELAGEM MATEMATICA NA PERSPECTIVA DA EDUCAQAO MATEMATICA

A Modelagem Matematica € bastante utilizada como método de pesquisa, a
gual analisa situacfes e fenbmenos da vida real, tendo como um de seus objetivos
chegar a um modelo que represente uma situagdo que se toma como objeto de
estudo. Atualmente, vem ganhando espaco nas discussfes sobre 0 processo
ensino-aprendizagem, pois discute-se que o0 processo para chegar a um modelo
matematico pode contribuir para um aprendizado diferenciado, no qual o aluno tem a
oportunidade de construir conceitos.

Para se ensinar matematica, utilizando Modelagem Matematica como
estratégia de ensino, segundo Bassanezi (2002), um dos meios € envolver os alunos
no processo de obtencdo do modelo e na sua validacdo, porém, essa etapa pode
nao ser uma etapa prioritaria, mas também explica que o processo de construcéo do
modelo é relevante, pois € nesse momento que é possivel discutir os conceitos
matematicos envolvidos, modelando e analisando situacdes, criticando e verificando
as solucdes encontradas.

Alguns educadores matematicos entendem a Modelagem Matematica como
estratégia de ensino e aprendizagem e abordam essa perspectiva nos eventos
educacionais. Franchi (2003), por exemplo, defende que a Modelagem na sala de
aula pode contribuir para que os alunos figuem mais motivados, compreendam 0s
conteldos a partir das necessidades para o desenvolvimento dos modelos.

De acordo com Biembengut e Hein (2000), para trabalhar com Modelagem
Matematica na sala de aula é preciso que o professor reconheca o seu papel, tanto
no que concerne as estratégias utilizadas quanto a forma de avaliar os alunos, pois,

guando inserido em tal ambiente, o professor ndo deve trabalhar os contetdos de



maneira fragmentada e isolados de um contexto. E preciso que o professor também
conheca a matematica num contexto social.

O uso da Modelagem Matematica como estratégia de ensino proporciona que
se trabalhem modelos de forma integrada e gradativa, nos quais os alunos possam
se envolver com as atividades propostas e desenvolver, assim, 0s conceitos
existentes em cada modelo.

Almeida Dias (2004) sugere algumas etapas para se implantar a Modelagem
Matematica como estratégia em sala de aula: é interessante iniciar as atividades
utilizando modelos matematicos a partir de situacbes problemas ja estabelecidos e
apresentados pelo professor. Nesse primeiro passo, a formagcédo de hipéteses e a
investigagdo do problema, que resultam na dedugé&o do modelo, s&o realizadas em
conjunto com todos os alunos juntamente com o professor; num segundo momento,
apos os alunos estarem habituados com tipos de situacdes propostas anteriormente,
o professor pode sugerir uma situacdo problema ja reconhecida, com as
informacdes necessarias. Entdo, os alunos podem ser separados em grupos e
trabalharem na elaboracéo das hipoteses simplificadoras e na deducédo do modelo
durante a investigacao e, a seguir, validam o modelo encontrado; Posteriormente, os
alunos, em grupos, escolhem uma situacdo para ser estudada, na qual o professor
pode ajudar na escolha do tema e, apds terem definido o problema em questao,
desenvolvem uma atividade de modelagem, com auxilio ou ndo do professor.

Cada procedimento acima mencionado proporciona uma compreensdo do
processo de modelagem e dos conceitos envolvidos nos problemas propostos,
incentivando os alunos a uma reflexdo sobre as solucées encontradas e as relacdes
entre os conceitos matematicos e a realidade.

Com a modelagem no curriculo escolar, a matematica pode se tornar mais
dindmica e interessante para os alunos, englobando diversas areas de seus
interesses, podendo, assim, tornar os conteldos propostos mais significativos para
eles.

Neste trabalho, propde-se aos alunos o jogo Torre de Handi, como situacdo
problema.

Torre de Handi se caracteriza por ser um jogo que possui aplicacdes que
podem ser basicamente usadas em escolas por professores que desejam melhorar
e desenvolver o cognitivo de seus alunos, podendo ser aplicado em pequenos

grupos ou individualmente, além de proporcionar possibilidades de implementagéo



de algoritmos mateméticos que se baseiam em suas regras. Por possuir regras
simples, e de facil assimilacdo, adapta-se a diferentes niveis de ensino, sendo
possivel a sua utilizagédo tanto no nivel fundamental quanto no médio, ou até mesmo
no ensino superior, em programacao, por exemplo. Mas, o que chama mais a
atencdo sdo as possibilidades didaticas e ludicas de ideias mateméaticas que, a
principio, ndo séo percebidas.

A Torre de Handi, criada pelo matematico francés Eduardo Lucas, em 1883
(TAHAN, 1974, p. 137), é formada por uma base com trés hastes e discos de
tamanhos diferentes. Em uma das hastes encontram-se colocados todos os discos,
dispostos do maior para o0 menor. O objetivo é transferir todos os discos de uma
haste para outra com 0 menor nimero possivel de movimentos, de modo que so se
possa mover um disco de cada vez, sem deixar um disco de diametro maior sobre
um de diametro menor (Figura 1).

Figura 1: Torre de Handi

O principal interesse aqui é expor uma possibilidade de trabalho com alunos
do ensino médio; incorporar, de forma séria e objetiva, o espirito investigativo,
importante no processo de desenvolvimento de ideias matematicas, e promover a
socializagéo, por meio da exploracéo dos conceitos matematicos relativos a Funcdes
e Progressdes Geométricas, que estao intimamente ligados as regras do jogo.

Atividades como essa proporcionam perceber-se a matematica como uma
ferramenta poderosa a ser aplicada na resolucdo de problemas reais, por meio da

utilizacdo de conceitos matematicos.



METODOLOGIA DA PESQUISA

Esta pesquisa € de natureza basica, pois, segundo Gil (2009), a pesquisa
basica gera conhecimentos Uteis para 0 avan¢co da ciéncia e envolve verdades e
interesses universais. E exploratoria, pois tem por finalidade possibilitar melhor
familiarizacdo sobre um assunto, provocar a construcao de hipéteses e permitir a
delimitagdo de uma tematica e seus objetivos. E quantitativa, pois, como afirma
Bicudo (2006, p. 106), é passivel de mensuracdo, mas também tem carater
qualitativo, ja que engloba a ideia do subjetivo, passivel de expor sensacdes e
opinides. Poder-se-ia assim dizer que a pesquisa € quali-quantitativa, pois
representa a combinacdo das duas modalidades (qualitativa e quantitativa). O
estudo é de carater longitudinal e 0 método proposto sera o hipotético-dedutivo,

também conhecido como método de tentativas e eliminacao de erros.
ESTUDO REALIZADO

O estudo foi feito no primeiro semestre letivo do ano de 2015, na Escola
Estadual de Educacao Especifica Mayara Redman Abdel Aziz, mais precisamente
no Nucleo de Atividades de Altas Habilidades/Superdotacdo — NAAH/S — que
funciona nessa Escola, no contraturno dos alunos com altas habilidades (Figura 2).

Figura 2: Alunos trabalhando com a metodologia Modelagem Matematica

Para a realizacdo do trabalho, formaram-se duas turmas compostas de cinco
alunos cada uma. Todos esses alunos estdo matriculados regularmente em escolas
da rede estadual de ensino. Alguns, cursando o 1° ano, outros, o 2°, e outros o 3°

ano do ensino médio.



Estabeleceu-se, para as duas turmas, fazerem um estudo dos conteudos
Funcdo, Progressdo Aritmética e Progressdo Geométrica. Porém, utilizaram-se
estratégias diferentes para cada turma. Para a Turma 1, solicitou-se que
pesquisasse sobre os trés assuntos e fizesse uma exposi¢do para a outra turma
(Turma 2) e para o professor, daquilo que seus integrantes pesquisaram. A Turma 2
também foi instruida a pesquisar sobre os trés assuntos, mas a orientacao foi dada
da seguinte maneira: paralelamente, esse grupo, com a ajuda do professor, fez um
estudo sobre Modelagem Matematica.

Um dos pontos discutidos nesse estudo foi a necessidade do dominio maior
possivel dos conteidos matematicos a serem pesquisados. Esses conteddos seriam
as ferramentas utilizadas para o desenvolvimento de Modelos Matematicos em
situacOes diversas. Ao mesmo tempo, o grupo foi apresentado ao Jogo Torre de
Hanoi, sobre o qual falamos de sua origem, regras e lenda.

Enquanto a Turma 2 se familiarizava com o Jogo Torre de Hanoi, recebeu
instrucées de que a teoria de Funcdes e Progressbes Geomeétricas poderiam ser
observadas nesse jogo. Os alunos ficaram muito empolgados ao receberem a tarefa
de criar um modelo matematico para o jogo e que utilizariam para isso, os conteudos
gue estavam pesquisando. Os alunos do 2° ano e do 3° ano, por ja terem estudado
no 1° ano os dois conteudos, receberam a incumbéncia de ajudarem os alunos do 1°
ano no entendimento das teorias.

A Turma 1 fez a exposicdo de tudo o que pesquisaram de forma satisfatoria,
com algumas pequenas falhas, mas com a participacéo de todos.

Passou-se, entdo, a Turma 2. Os alunos ja haviam “brincado” muito com o jogo
e comecou-se a estabelecer alguns procedimentos.

Solicitou-se que fossem criados dois conjuntos: um conjunto “A” cujo o0s
elementos seriam a quantidade de discos depositados numa haste, e um conjunto
“B”, em que os elementos seriam a quantidade minima de jogadas para solucionar o
jogo. De imediato e sem nenhuma duavida, ficou claro para todos que precisariam
apenas de uma jogada caso usassem apenas um disco. Pediu-se aos alunos que
tentassem resolver o problema com dois discos. Rapidamente, também concluiram
gue precisariam apenas de 3 jogadas para resolver o jogo. Comecgou-se, entdo, a
relacionar os elementos do conjunto “A” com os elementos do conjunto “B”, numa
representacéao em diagrama de flechas (Figura 3). Seguidamente, resolveram o jogo

trabalhando com 3 discos, concluindo que precisariam de, no minimo, 7 jogadas.



Quando depositaram 4 discos numa haste, o resultado ndo foi imediato, e foi s6 a
partir dai que os alunos comecaram a discutir se poderiam usar o que foi pesquisado

por eles sobre Func¢éo e Progressdo Geométrica na resolucao do problema.

Figura 3: Diagrama de Flechas relacionando quantidade de discos e nUmero minimo de jogadas.

Depois de um tempo, um aluno observou que, quando tinham 3 discos, primeiro
passaram os dois discos de cima para outra haste, o que precisou de 3 jogadas,
como visto acima. Depois, passaram o disco de baixo para outra haste, e precisaram
de mais 3 jogadas para colocar os dois primeiros discos mexidos em cima do outro.
Assim, usaram 0 mesmo raciocinio para verificar o processo quando trabalharam
com 4 discos. Primeiro passaram os 3 discos de cima para outra haste, o que
precisou de 7 jogadas. Depois, colocaram o disco de baixo em outra haste. Em
seguida precisaram de mais 7 jogadas para colocar os 3 primeiros discos em cima
do disco mexido por ultimo. Esse aluno chegou a conclusdo de que conseguiria
resolver o problema com 5 discos, efetuando 31 jogadas, pois precisaria de 15
jogadas para colocar os 4 discos de cima para uma outra haste, e depois usaria uma
jogada para colocar o disco de baixo para a haste vazia e, finalmente, precisaria de
mais 15 jogadas para colocar as 4 pecas menores em cima da maior. Concordou-se
com o raciocinio desse aluno e pediu-se aos demais que usassem a linguagem
matematica para descrever esse processo. Depois de trabalharem algum tempo,

escreveram o0 segu inte:



f2)=f1)+1+f1)=2.f(1)+1=21+1=3
f(3)=f2)+1+f(2) =2.f(2)+1=23+1=7
f(4) = f(3) + 1 + f(3) = 2.f(3) + 1 = 2.7+1=15

Assim, f(5) = f(4)+1+f(4) = 2. f(4)+1= 2.15+1= 31, e, genericamente,
f(x+1) = 2f(x) + 1

Realmente, com essa conclusdo, poder-se-4 saber quantas jogadas sao
necessarias para resolver o jogo mesmo antes de efetuar as jogadas. Porém, s6 se
podera achar a quantidade de jogadas f(x+1) caso ja se tenha achado f(x). Isto €&,
f(6) é calculado por ja se conhecer f(5). J& f(7) sera calculado se f(6) ja for conhecido,
e assim por diante.

Como resolver o problema de se encontrar o menor numero de jogadas
necessarias para resolver o jogo se forem colocados, por exemplo, 20 discos numa
haste? Resolve-se 0 problema contando-se as jogadas, ou calculando-se pelo
processo descoberto f(2),(3),f(4),f(5),...,f(19) para depois calcular-se f(20)? Esse
foi o desafio lancado para todos os alunos da Turma 2: determinar uma lei que para
gualquer x do conjunto “A” possa-se encontrar a sua imagem f(x) correspondente
imediatamente, sem precisar conhecer f(x-1).

Depois de longas discussdes no grupo, o professor sugeriu que tentassem
relacionar os dados obtidos com a teoria das Progressdes Geométricas. Mais
discussdes e depois de algum tempo, um dos alunos teve a seguinte idéia: tomou
uma Progressdo Geométrica de primeiro termo a; = 1 e razédo q = 2 (1,2,4,8,16,...).
Depois, observou que sendo S,a soma de n termos dessa Progressdo Geométrica
S1=1(1)=1, S,=f(2)=3, S3=f(3)=7, S,=f(4), Ss=f(5) e assim por diante. Assim, viu-se que
0 problema ficou reduzido a achar a soma dos n termos dessa Progressao
Geomeétrica.

A férmula matematica da soma dos n termos de uma Progressdo Geométrica
finita é dada por

a. . n _1) - L. . . .
Sn :1(27 . Na Progressdo Geomeétrica referida, o primeiro termo a;=1 e a

razéo q=2.
Substituindo-se, temos S, = 2" - 1 . Mas, pelo visto, S, = f(x) com n=x . Portanto,

chegou-se a conclusio final: f(x)=2" - 1, paratodo “x” pertencente ao conjunto “A”.
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Agora sim, o desafio foi cumprido. Poder-se-4 achar a quantidade minima de

jogadas para quaisquer numero de pecas. Para as 20 pecas do exemplo, ja se pode

determinar a quantidade minima de jogadas para resolver o problema:

f(20) = 2%° — 1= 1. 048. 576 — 1 = 1. 048. 575 jogadas.

ApOs os estudos realizados com as Turmas 1 e 2, sucedeu-se a parte final do

trabalho, que consistiu na aplicacdo de um mesmo exercicio de verificacdo da

aprendizagem para as duas turmas, obtendo-se o resultado representado nas

tabelas e no Gréfico a seguir.

Tabela 1: Notas dos alunos
da Turma 1

Alunos Notas

A 7,0

B 7,5

C 7,5

D 8,5

E 6,5

Média 7,4

Fonte: Exercicio avaliativo

Gréfico 1: Representacdo do rendimento médio das Turmas 1 e 2

Tabela 2: Notas dos alunos
da Turma 2

Alunos Notas

F 8,5

G 9,0

H 9,0

[ 9,5

J 8,0

Média 8,8

Fonte: Exercicio avaliativo

12 4
10 -

o N B OO
1

H Grupol
Grupo 2

B NT Maxima

Fonte: Exercicio avaliativo

Andlise Quantitativa — A Turma 2, que trabalhou com a Modelagem

Mateméatica no Jogo Torre de Handi, teve um melhor rendimento no exercicio

avaliativo que a Turma 1, como mostra as tabelas 1 e 2 e o gréfico 1, acima.

Andlise Qualitativa — A Turma 2 se mostrou mais motivada que a Turma 1,

durante todo o trabalho. Acredita-se que os alunos dessa Turma 2 passaram
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a ver os conteudos matematicos ndo de forma fragmentada, mas, ao
contrario, através da exploracdo na situagdo problema dos conteddos Funcéo
e Progressdo Geomeétrica perceberam que podem relacionar mais de um
contelldo ao mesmo tempo na resolucdo de um problema. Cumpriu-se, assim,
0s objetivos da Modelagem Matematica como estratégia de ensino e

aprendizagem.
CONSIDERACOES FINAIS

As andlises qualitativa e quantitativa deste estudo sinalizam de forma positiva
para o uso da Modelagem Matemética em sala de aula. Observou-se, com este
estudo, um melhor rendimento dos alunos que participaram desta pesquisa aos
guais foi aplicada essa estratégia de ensino, e que esses alunos se mantiveram bem
mais motivados, do inicio ao fim do processo, que 0s outros participantes em que
nao se utilizou o Método. Observou-se, também, que esses alunos passaram a se
comportar mais ativamente durante o processo ensino-aprendizagem.

Outros estudos podem ser realizados, utilizando-se a Modelagem Matematica
em sala de aula, inclusive estudos relacionados a algum fendmeno social, o que
poderia despertar no aluno a consciéncia da importancia da cidadania.

A preocupacdo com o contetudo programatico podera desencorajar o professor
a utilizar a Modelagem Matematica como metodologia de ensino- aprendizagem, em
razdo dessa metodologia demandar maior quantidade de aulas, dificultando o
cumprimento do plano de curso, ja que nos vestibulares e concursos em geral o
aluno é cobrado de acordo com os conteudos estabelecidos em cada série. Essa
preocupacao é pertinente e cabe ao professor dosar com varios tipos de estratégias
as suas aulas, a fim de equilibrar qualidade e quantidade.

Nas escolas de tempo integral, acredita-se que se possa elaborar um projeto
onde se trabalhe usando Modelagem Matematica em um dos turnos, de preferéncia,
em um laboratério de mateméatica, tendo em vista que essas escolas ndo possuem a
limitacdo temporal das outras.

A experiéncia vivenciada com este trabalho foi muito importante e gratificante
para o pesquisador, pois, proporcionou a ele vislumbrar a possibilidade de tornar os
conteidos matematicos mais significativos para os alunos sob sua responsabilidade,

resultando numa pratica docente mais prazerosa e eficiente.
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