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Resumo: Neste estudo, apresenta-se uma breve introducao ao estudo das
teorias de campos na Fisica como uma teoria sofisticada que refere-se a con-
strucao da dindmica de um campo. Para isso utilizamos formulagoes propostas
pela mecanica analitica como a dindmica Lagrangiana e a dinAmica Hamilto-
niana. Todas as teorias de campos podem ser expressas pelas formulagoes la-
grangiana e Hamiltoniana, obtendo uma lagrangiana ou uma hamiltoniana do
campo e tratando-o como a mecéanica cldssica ou a mecénica quéntica de um
sistemas com um nimero infinito de graus de liberdade obtemos as Teorias Clds-
sicas de Campos e Teorias Qudnticas de Campos. Na parte final deste trabalho,
apresentamos a Mecanica Quantica Relativistica, que é uma da Teoria Quantica
de Campos para o elétron. Esse objetivo foi alcangado gragas a Klein-Gordon
e Dirac, pois encontraram uma forma de unificar a Mecénica Quéntica com a
Teoria da Relatividade.

Palavras- chaves: Teoria de campos, lagrangiana, Hamiltoniana, Mecanica
Quantica e Teoria da Relatividade.

Abstract: Initially, a brief introduction to the study of field theories in
physics is presented, as a sophisticated theory that refers to the construction of
the dynamics of a field. For this, we use formulations proposed by analytical
mechanics such as Lagrangian and Hamiltonian dynamics. All field theories can
be expressed by these formulations, obtaining a Lagrangian or a Hamiltonian
of the field and treating it as classical mechanics or quantum mechanics of a
system with an infinite number of degrees of freedom we obtain the Classical
Field Theories or Quantum Field Theories. As a final objective, we present a
Quantum Field Mechanics, which is the Quantum Field Theory for the electron,
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this objective was achieved thanks to Klein-Gordon and Dirac, as they found a
way to unify Quantum Mechanics with the Theory of Relativity.

Keywords: Field theory, Lagrangian, Hamiltonian, Quantum Mechanics
and Theory of Relativity.

INTRODUCAO

O conceito de campo varia de acordo com o tipo de abordagem usada. Na
matemadtica os campos podem ser tratados como uma grandeza que possui deter-
minado valor associado em todo espago (ARFKEN, 2017) e (BUTKOV, 1983).
Na Fisica Cldssica os campos pode ser interpretados como uma abstragao da
interagao entre corpos, enquanto que na Mecanica Quantica todas as particulas
do modelo padrao, férmions e bésons surgem da natureza ou de propriedades de
simetria desses campos (BASSALO, 2006). A abordagem a ser adotada neste
trabalho é fundamentado na base para o entendimento da fisica de particulas,
utilizando os estudos sobre teorias cldssicas e quanticas de campos, vale resaltar
que as teorias de campos referem-se a construgao da dindmica de um campo,
usando o formalismo Lagrangiano ou Hamiltoniano.

Uma particula num sistema de referéncial inercial é descrita pela equagao
de Newton, além disso quando uma particula é forcada a se mover sobre uma
superficie, algumas extras forcas aparecem de forma explicita (forcas de vin-
culo). Em algumas situacoes se torna complexa a forma de se trabalhar com
esses sistemas. Neste caso a mecéanica de Newton foi alvo de criticas e con-
troversas. Surge entao formalismos Lagrangiano e Hamiltoniano fundamenta-
dos pela mecénica analitica para evitar algumas das dificuldades praticas que
surgem na aplicagao das equacgoes de Newton. Além disso, as aplicagoes dos
formalismos Lagrangiano e Hamiltoniano abramgem sistemas fora do escopo da
mecanica cldssica. Por efeito de simplificagao nao foi preciso reformular uma
nova mecanica, a teoria de Newton é bastante correta e todos os seus resulta-
dos podem ser obtidos de uma formulagao dentro da mecénica analitica. Neste
sentido podemos desenvolver um método alternativo para lidar com problemas
complexos que é o principio da minima acao de Hamilton, ou somente principio
da minima ag¢ao, e as equagoes de movimento resultantes da aplicacao destes
principio sdo chamadas de equagoes de Lagrange (LEMOS, 2005).

A dinamica de particulas que sdo descritas pelas equagdes de Lagrange, en-
tao devem ser equivalentes as equagoes de Newton. J4 o principio de Hamilton
pode ser aplicado para um amplo intervalo de fendmenos, particularmente aque-
les que envolvem campos. O principio de Hamilton é um dos mais elegantes e de
maior abrangéncia dos principios da Fisica, pois nos fornece uma unificacao de
muitas teorias fisicas por um unico postulado bésico. Este é o objetivo da teo-
ria fisica, nao somente para precisao a formulagao matemadtica para fendmenos
observados, mas também reformular postulados fundamentais de uma maneira
mais unificada possivel.

Apés termos estes formalismos fundamentados, serd possivel formular os
estudos sobres as teorias cldssica e quanticas de campos. A teoria cldssica de



campos descreve o estudo de como os campos fisicos interagem com a matéria,
sendo classificada como nao-relativista e relativista, pois a descricao de campos
comegou antes da teoria da relatividade. Na teoria quéntica de campos, o
campo quantico preenche todo o espaco, é um campo vetorial de particulas
subatomicas sendo que a grandeza é quantificada e a relagdo € uma funcao de
onda. Ele permite saber todas as informagoes do sistema e dd as particulas
as propriedades de interferéncia de uma onda. Na mecanica quantica todas as
particulas tem caracteristicas ondulatéria.

Passaremos pelo advento da mecanica quéntica relativistica que é uma das
teorias quénticas de campos. O objetivo nesta teoria quéntica é obter uma
funcao de onda relativistica para o elétron (BASSALO, 2006). O primeiro a ten-
tar unificar a mecanica quantica com a teoria da relatividade foi Klein-Gordon.
Ele formulou uma equagao de onda relativista que é uma versao relativista da
equagao de Schroedinger. No entanto, tal equacao implicava em uma densi-
dade de probabilidade nao positiva definida. Apesar de ter sido abandonada
como a direcao correta para o denvolvimento da mecénica quantica relativista,
a equagao de Klein-Gordon descreve uma particula pontual que se propaga nos
dois sentidos temporais, ocasionando evidéncias da existéncia de antiparticulas.
Em seguida, Dirac formulou uma equagao de onda relativista com base nos er-
ros de Klein-Gordon, esta equagao descreve as particulas elementares como o
elétron. Além disso foi comprovado experimentalmente a existéncia do pdsitron
(antiparticula do elétron) a qual foi proposta teoricamente por Dirac. (SAKU-
RAI, 2013).

Faremos uma breve introdugao das Teorias Cldssicas e Quanticas de Cam-
pos nos formalismos Lagrangiano e Hamiltoniano, e chegaremos as equagoes de
ondas relativistas propostas por Klein-Gordon e Dirac.

1. Mecanica Lagrangiana e Mecinica Hamiltoniana

A mecéanica newtoniana se revela incoveniente quando se trabalha com sis-
temas numa escala de diménsoes pequenas e também nos sistemas de alta ve-
locidade (velocidades préximas a velocidade da luz). Como solugdo surgiram
respectivamente duas dreas fundamentais no inicio do século XX, chamadas de
Mecanica Quantica e Teoria da Relatividade. Nos sistemas mecanicos sujeitos
a vinculos® de origem geométrica ou cinemdtica, a mecanica de Newton falha
novamente, pois exige o uso varidveis redundantes e as forcas de vinculos se
fazem presentes. Neste caso, afim de superar essas delimitagdes da mecanica de
Newton, surgiram duas mecéanicas consistentes com a formulagao newtoniana
da dindmica chamadas de mecénica lagrangeana e a mecéanica hamiltoniana,
sdo formulagbes mais abstratas em comparacdo com a mecanica cldssica. A
formulagao lagrangiana tem o objetivo de escrever as equagoes de movimentos

3 Vinculos sdo restringdes impostas a sistemas fisicos, neste contexto, sdo limitacdes das
posigoes e velocidades das particulas de um sistema mecanico.



a partir de uma tunica fungado escalar, a qual é expressa em termos de coorde-
nadas generalizadas que ndo envolvem as forcas de vinculos*. A formulacdo de
Hamilton surge da necessidade de uma nova reformulagao na mecénica newto-
niana, em alguns sistemas mecénicos é mais conveniente resolvermos através do
formalismo hamiltoniano, pois oferece um método elegante para investigacoes
da estrutura da mecénica, além do mais, serve de fundamento para a mecanica
quantica. Essas duas novas mecénicas excede o escopo da mecanica newtoniana,
elas partem de proposigoes energéticas, que envolve a energia cinética e a ener-
gia potencial de sistemas cldssicos, por onde podemos encontrar sua derivagao
de métodos variacionais, ou seja, elas permitem do ponto de vista teéricos uma
compreensao mais profunda da mecénica de Newton, além do mais podemos
fazer aplicagbes em sistemas dentro da mecanica quantica ou na teoria da rela-
tividade.

Erwin Schroedinger se propos pensar sobre uma analogia entre a mecanica
e a Optica geométrica, e introduziu em seus pensamentos que a mecénica clés-
sica fosse apenas uma forma aproximada de uma mecénica com caracteristicas
ondulatérias. Neste caso a falha no emprego da mecénica cldssica nos sistemas
microscépicos poderia ser levada em conta como andloga ao fracasso da éptica
geométrica na explicagao dos fendmenos ondulatérios de interferéncia e difragao
(LEMOS, 2005). Esse ¢ um bom exemplo dos aspectos da fisica teérica. In-
troduzidas no dominio do muito grande (mecénica celeste), as varidveis de agao
que serao vistas na formulacao de Hamilton, revelam-se igualmente importantes
no dominio do muito pequeno (fisica atdémica). Neste caso a mecanica cldssica
se torna um caso fundamental do limite da mecanica quantica da mesma forma
que a éptica geométrica é um caso limite da 6ptica fisica. Se Hamilton tivesse
sido audacioso o suficiente, poderia ter proposto uma mecanica cldssica como
caso limite de uma mecéanica com caracteristicas ondulatérias, antecipando em
quase um século a mecanica quantica. Pois a partir da formulacao de Hamil-
ton é posivel encontrar a equacdo de Schroedinger®, que ¢ fundamental para a
mecanica quantica nao-relativistica.

1.1 Formulacao Lagrangeana

Em 1788, Joseph-Louis Lagrange desenvolveu um formalismo que relaciona
a conservagao da energia com a conservagao do momento linear de um sistema
dindmico. Com este formalismo é possivel escrever as equagoes de movimento
da maioria dos sistemas fisicos a partir de uma funcdo escalar que deve ser
espressa em termos das coordedenadas generalizadas (LEMOS, 2005). Essas co-
ordenadas generalizadas ¢ a menor quantidade de coordenadas de um sistema,
elas fornecem a configuragao de um sistema dindmico, ou seja, as posigoes de
cada particula em um determinado intervalo de tempo. Este formalismo tem

4H4 casos em que os sistemas tém vinculos ndo-holénomos, neste caso usamos os multipli-
cadores de lagrange, que passam a compor o espaco das coordenadas generalizadas, para que
uma formulagdo lagrangiana seja possivel.

SE uma equagao diferencial parcial linear que descreve como o estado quantico de um
sistema fisico muda com o tempo.



a vantagem de nao envolver as forgas de vinculos. d’Alembert procurou desen-
volver um formalismo em que escreve-se as equacoes de movimento em termos
das forgas aplicadas, no entanto aumentaria a complexidade na busca de uma
equacao de movimento do sistema mecanico, pois o principio de d’Alembert
exige trabalhar com mais coordenadas do que o necessdrio. Este é um passo
intermedidrio para chegar no formalismo de Lagrange.

1.2 Coordenadas Generalizadas

E possivel introduzir um nimero de n varidveis independentes em sistemas
holénomo®, que denotamos genericamente por £, ...,€,,, chamadas de coorde-
nadas generalizadas. A partir de um sistema mecanico com N particulas que
estd submetido a p vinculos holénomos, das 3N coordenadas apenas n = 3N - p
sao independentes entre sf, onde este sistema possui n graus de liberdade sendo
possivel introduzir n coordenadas generalizadas £, ...,&,, (LEMOS, 2005). As
coordenadas generalizadas nos fornecem a configuragao do sistema, ou seja, a
posicao de todas as patriculas um determinado instante de tempo. Em outras
palavras, as coordenadas generalizadas sao um conjunto de quaisquer paramet-
ros numeéricos possivel para determinar a configuracado de um sistema mecéanico
com um numero finito de graus de liberdade.

O espaco de configuragdo do sistema é o espago cartesiano n-dimensional
que tem as coordenadas generalizadas como eixos coordenados. E possivel fazer
uma representagao simbélica do espaco de configuracao. Um sistema dindmico
holénomo tem tantos graus de liberdade quanto sejam as coordenadas gener-
alizadas necessdrias e suficientes para determinar a sua configuracdo a cada
instante (LEMOS, 2005).

1.3 Equacgoes de Lagrange

No formalismo lagrangeano, as forcas F; derivam de um potencial escalar
V(y,-€,.t). Ou seja, a forga é igual ao gradiente negativo de um potencial
escalar, F; = —V;V. A equagdo de Lagrange foi descoberta em meados do
século XVIII nos estudos de Euler e Lagrange relacionado ao problema da curva
tautocronica. Esta equacao também chamada de equacao de Euler-Lagrange é
uma equagao diferencial ordindria de segunda ordem, e suas solugoes sao fungoes
em que uma dada fungao é estaciondria, isto vem do cédlculo de variacoes.
A evolugdo de um sistem fisico é descrito pela solugdo da equagao de Euler-
Lagrange para uma determinada ac¢ao do sistema (LEMOS, 2005).

Definindo a fung¢do de Lagrange, também chamada de Lagrangeana L (LEMOS,

2005)

L=T-V |,

6Sistemas em que os vinculos podem ser integraveis. Em outras palavras, sistemas em que
as equagoes de vinculo permitem que sejam escritas relagoes entre as coordenadas generalizadas
que permitam o cancelamento de uma delas.



Em que a funcao T corresponde a energia cinética do sistema e V' € a energia
potencial do sistema.
A Equacdo de Lagrange ¢é definida da seguinte forma

d (0L |\ _ OL _ -
T <6ék) oE, = 0 , k=1,..,n.

E possivel determinar a configuracio de um sistema fisico a partir das co-
ordenadas generalizadas em funcao do tempo, as equacoes de Lagrange nos
fornecem um meio mais fécil para determinar as equagoes de movimento, uma
das suas grandes caracteristicas é que envolvem o nimero minimo de coorde-
nadas e eliminam qualquer relacao com as forgas de vinculos, ou seja, o poten-
cial na lagrangiana refere-se apenas a forcas aplicadas. No método lagrangeano
as fungoes escalares T' e V caracterizam um sistema mecénico, o que introduz
enormes simplificagbes em problemas mecéanicos. A equacao de Euler-Lagrange é
valida para uma escolha arbitrédria de coordenadas generalizadas, e suas fungoes
escalares devem ser expressas em termos relativamente a um mesmo referencial
inercial. Isto se deve por que as equacoes de Euler-Lagrange foram deduzidas a
partir da segunda lei de Newton F; = %, que € vélida somente para referenciais
inerciais’.

1.4 Aplicagoes

As aplicagoes das equagoes de Lagrange permite escrever as equagoes associ-
adas a um dado sistema mecanico. Para isso é preciso determinar as coordenadas
generalizadas do sistema, em seguida as energias potencial e cinética devem ser
expressas em termos destas coordenadas, de modo que a lagrangiana fica ex-
pressa somente em funcdo das coordenandas e velocidades generalizadas. Em
seguida basta calcular as derivadas parciais de L e introduzi-las nas equagoes
de Lagrange. Desta forma fica concluido o processo de construgao das equagoes
de movimento do sistema. Como exemplo, determinaremos a lagrangiana para
uma particula em um campo eletromagnético externo.

1.4.1 A Lagrangiana Para uma Particula em um Campo Eletro-
magnético Externo.

Essa secao estd baseada em LEMOS (2005). A forga de Lorentz descreve o
movimento de uma carga elétrica e na presenca de um campo eletromagnético

F:e(E—i—%xB) ,

7 Aqui nio se pretende entrar numa discussio acerca da definigdo de um referencial inercial

a partir do qual, justamente, é vilida a segunda lei de Newton. Nesse texto, toma-se o
referencial inercial como um dado previamente conhecido.



E possivel exprimir o campo elétricos E em termos de um potencial escalar
© (r,t) e o campo magnéticos B em termos de um potencial vetor A (r,t).

E=-Vp-124 = B=VxA |,

Onde, a forca de Lorentz pode ser rescrita na forma
F=e[-Vp-122 11y x(VxA)]
Usando a identidade

vx(VxA)=V(v-A)—(v-V)A ,

A forca de Lorentz reduz a,

F=e[-Vp—-14 11V (v.A) :

c dt

Levando em conta que as coordenadas e velocidades generalizadas sao tratadas

como quantidades independentes e com o uso do operador V,, = ia@. —&-i? —&-i?
T Yy z

podemos expressar a forca de Lorentz como

F=c[-V(p—1v-A)] - 24 =
_V(EQD—%V~A)—|—%[Vv(e(p_%V.A)] ,

Pois ¢ e A, nao dependem da velocidade. Neste caso a forca pode ser
expressa em termos de potencial generalizado U

U=ep—=<v-A ,

Assim, a lagrangiana fica

L:m2”2—e<p—|—§v~A ,



Chamamos a func¢ao L de lagrangiana de uma particula carregada na pre-
senca de um campo eletromagnético externo. Para determinar a equagao de
movimento desta particula basta introduzir L na equagao de Euler-Lagrange

2.1 Principio variacional de Hamilton

O principio variacional de Hamilton ou principio da minima acio é um
método alternativo de lidar com problemas complicados de uma maneira geral.
A equagao de Euler-Lagrange pode ser derivada deste principio variacional.
Neste caso ndo é preciso reformular uma nova teoria para mecanica de New-
ton. A equacdo de Euler-Lagrange é constituida para descrever a dindmica de
particulas, entao devem levar a resultados equivalentes das equagoes Newtoni-
anas. O principio de Hamilton pode ser aplicado para um amplo intervalo de
fenomenos fisicos que envolvem campos e que nao tem nenhuma associagao com
equacoes Newtonianas. Este principio nao nos forneceu nenhuma teoria fisica
nova, mas nos deixou uma unificacdo de uma unica teoria individual por um
unico postulado bésico, isso ocorre por que este tem a forma de um principio
varacional®. A Fisica como ciéncia, tem o objetivo de condensar todos os fend-
menos naturais num unico principio (Santo Graau da Fisica). Dentre todas as
formulagoes da dindmica cldssica, o principio da minima acao talvez seja o que
mais se aproxima deste objetivo final. (ARFKEN, 2017) ¢ (LEMOS, 2005).

O principio variacional de Hamilton, estabelece que a agdo S possui um valor
extremo, seja ele estaciondrio, mdximo ou minimo para a trajetéria fisica real.
Este principio é um pressuposto bdsico da mecénica cldssica e da mecanica
relativista que descreve a evolugao ao longo do tempo tanto do movimento de
uma particula ou um sistema de particulas como de um campo fisico (grandeza
fisica que possui um valor associado em todo ponto do espago) (BASSALO,
2011).

O principio de Hamilton reduz as leis da mecanica a um enunciado que diz, se
uma particula se movimenta entre dois pontos, ela sempre escolherd a trajetéria
que produz uma menor ac¢ao (LEMOS, 2005), ou seja, a particula sempre busca
a trajetéria que exige menos energia. Dentre todos os movimentos imagindveis,
o movimento real é aquele a qual a agao produzida é minima.

Defini¢ao 2.1.1 Dado um sistema mecanico holonomo descrito pela la-
grangiana L(&,&,t), seu movimento do instante ¢; ao instante to é tal que agio
S é minima para trajetoria real

ta
S / LEE0d

t1

80 principio variacional é um problema matemédtico que consiste em buscar méximos e
minimos de fungées continuas definidas sobre algum espago.



Os pontos inicial e final da trajetéria no espago de configuracdo devem ser
mantidos fixos. (LEMOS, 2005).

E possivel obter a equacio de Euler-Lagrange a partir do principio varia-
cional S = 0 para sistemas holénomos, de forma que isto introduz uma de-
scrigao geométrica da dindmica lagrangiana, ou seja a evolugao dindmica cor-
responde a uma trajetéria tracada no espago de configuragao e a partir disso o
principio de Hamilton pode ser enunciado (BASSALO, 2011).

Uma das consequéncias importante do principio de Hamilton é que as mes-
mas equagoes de movimento sao geradas por duas lagrangianas I_/(f,f,t) e
L(£,&,t) que s6 se diferenciam pela derivada total em relagdo ao tempo de
uma fungdo arbitrdria f(£,t) das coordenadas generalizadas (LEMOS, 2005).
Estas lagragianas sao chamadas de equivalentes. Se tivermos,

L&Y =LIEED) + L f(6t)

A acdo S associada a L é dada por

to ta to
S=/f@&wﬁ=/¢@&wﬁ+/%ﬁ ,
t1 ty t1

5' =5 + f (g(t2)7t2) - f(f(tl),tl) ’

Se tomarmos a variacdo da acdo nos extremos fixos, entdo 6S = 65. Por-
tanto, 6S = 0 e §5 = 0 sfo idénticas, sendo assim L e L produzem as mesmas
equagoes de movimento.

A primeira aplicacdo de um principio geral da minima agdo na mecéanica foi
feita por Maupertuis, pois determinou que a dindmica do movimento ocorre a
minima ag¢ao. Mais tarde Lagrange forneceu um fundamento matematico para
este principio (LEMOS, 2005).

2.2 Propriedade de Simetria e Leis de Conservagao

As simetrias® e as leis de conservacdo tém uma relaciio fundamental de-
scoberta ao longo do século XX. As simetrias e o principio de conservacao é
uma forma de interpretar a maneira como as interacoes fundamentais atuam '°.
O teorema que garante esta relagao entre as leis de conservacao e a invariancia
dos sistemas fisicos sobre operacao de simetria foi criado por Noether, e diz

9E um tipo de invariancia, ou seja, a propriedade de que algo nao se altera sob um conjunto
de transformacoes.

1005 béson mediadores (fotons e glions, por exemplo) surgem da imposicdo de simetria por
transformagdes de calibre na lagrangiana geradora das suas respectivas teorias.



que a existéncia de simetria em um fenémeno indica a conservacao de alguma
grandeza fisica. O teorema de Noether é uma ferramenta muito poderosa e
indispensével na descricao matemética das teorias que envolvem as particulas
elementares, e também vai admitir uma generalizagao importante que reflete a
propriedade das lagrangianas equivalentes. (LEMOS, 2005)

2.2.1 Constantes de Movimento

Na fisica, as constantes de movimento sao grandezas conservadas, ou seja, sao
quantidades que nao mudam seu valor durante a evolu¢ao dindmica do sistema.
Se f(&,€) é uma fungdo das coordenadas e velocidades generalizadas

Neste caso f é uma constante de movimento.

A importancia das constantes de movimento é que elas produzem equagoes
diferenciais de primeira ordem que fornecem informagoes a respeito da evolugao

temporal do sistema.

Definigao 2.1.2. Se L(f,é,t) é a lagrangiana de um sistema com n graus
de liberdade. Definimos uma quantidade pp (LEMOS, 2005)

— oL
pk_aék 9

Chamada de momento canénico conjugado & coordenada &,

Definigao 2.1.2 Se a lagrangiana do sistema nao depender de uma determi-
nada coordenada ¢, entao chama-se esta coordenada de ciclica ou ignoravel.
Neste caso o momento conjugado a uma coordenada ciclica é definido como

uma constante de movimento. (LEMOS, 2005)
Se &, é a cordenada ciclica de L, entdo a equacao de Euler-Lagrange

d(@) 8L_0

dt\pE, ) 0&,

reduz-se a

10



dpr —

t )

Portanto, px ¢ uma constante.

Como a lagrangiana independe das variagoes de coordenadas ciclicas, podemos
interpretar esta auséncia como uma propriedade de simetria da lagrangiana. Se
for feita qualquer alteracdo em &, L nao mudard seu valor, ou seja L é in-
variante sob o deslocamento de uma coordenada ciclica que corresponde & uma
translagao, do mesmo modo que o deslocamento de uma coordenada ciclica an-
gular corresponde & uma rotagao. Desta forma é possivel verificar a intima
relacao entre as propriedades de simetria da lagrangiana sobre translacoes e
rotagoes e as leis de conservacao do momento linear e do momento angular.

A conservagao do momento linear garante que em qualquer lugar do espago
que for realizado uma determinada experiéncia deve-se obter mesmo resultado,
que indica uma simetria de translacdo no espago. A conserva¢do do momento
angular indica uma simetria de rotacao no espacgo, jé que nao importa a diregao
em que o fendmeno ocorre, os resultados permanecem os mesmos (LEMOS,
2005).

Teorema 2.1.1 Se um sistema fisico é descrito pela lagrangiana L =T — V|
onde V' é um potencial que independe das velocidades. Se a lagrangiana e os
vinculos sao invariantes sobre uma translagao arbitrdria, entdao o momento linear
do sistema é conservado (LEMOS, 2005).

Se p; ¢ o momento linear da i-ésima particula, entao

@ P)=0

A componente do momento linear P na diregdo n = 4,7, k, se conserva.
(LEMOS, 2005)

Teorema 2.1.2 Se V é um potencial independente das velocidades, e a

lagrangiana e os vinculos sao invariantes sob uma rotagao arbitraria, entao o
momento angular total do sistema é conservado.

Neste caso a componete do momento angular total L ao longo da diregao
i =17,k ¢ a constante de movimento.(LEMOS, 2005)

Estes resultados podem ser aplicados a sistemas de particulas isoladas e a
sistemas de corpos rigidos. E possive mostrar com os dois ultimos teoremas que
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para um sistema isolado, invariante sobre translagoes e rotacoes, a forca interna e
os torques internos sao nulos, isto porque o momento linear e o momento angular
sdo constantes. A simetria sobre translacoes e rotagoes garante a conservagao
do momento angular e do momento linear (BASSALO, 2011).

Na dindmica lagrangiana os sistemas sao dotados de forgas que derivam
de um potencial dependente apenas das posicoes das particulas, neste caso
um teorema de conservagao de energia é incluido. Vamos mostrar um teo-
rema de conservagao que reduz & lei da conservagao da energia num caso es-
pecial. Aqui serd conveniente considerar sistemas descritos por coordenadas

generalizadas («fl,...,fk,él,...,fk) e pela lagrangiana L (fl,...,fk,él,...,ék,t>
(LEMOS, 2005).

Teorema 2.1.3 Se um sistema com coordenadas generalizadas (51, I él,

e com lagrangiana L. = T — V. Sendo que L nao depende explicitamente do
tempo, neste caso definimos uma quantidade h

h:ZkgkgTLk_L )

é uma constante de movimento, também chamada de integral de Jacobi.

Apés fazer uma derivada total em h em relagdo ao tempo, temos

dh _ 9L _
@="a=0
L nao depende explicitamente do tempo, de modo que %—f = 0, assim h &

uma constante de movimento. Sendo assim, é possivel analisar i como energia
total do sistema.

Se L =T -V, T éuma fungao quadrética da velocidade e V independe das
velocidades, tem-se

h:ZkgTj;ék-_(T_V) »

A partir da energia cinética em termos das coordenadas e velocidades gen-
eralizadas, nos diz que T é uma funcao homogénea do segundo grau das veloci-
dades generalizadas. Pelo teorema de Euler das fungoes homogéneas

h=2IT—-(T-V)=T+V=F ,

12

8)



Neste caso, h é a energia total do sistema.

Demonstragao: Se T é uma fungao homogénea de grau p, entao existird
um nimero real p tal que (LEMOS, 2005)

T(Ax1, .o, Axy) = NPT (21, ..., 2y) ,

A é um numero real positivo e arbitrario. Neste caso, como a lagrangiana é
uma funcao diferencidvel e homogénea de grau p, definimos vy = Axq, ..., Uy =
AL, desta forma

T(v1,...0m) = NPT(21, ey Tpy) ,

Diferenciando esta iltima equacdo em relacdo a A, temos

m m

OT Jvg _ ,,\P—1 Z 9T _ . \p—1
DS — AT = Y @Sl =pAPTIT
k=1 k=1

Fazendo A = 1, esta equagao se reduz a fungao diferencidvel homogénea
citada acima

m
k=1

Onde T é um funcao quadrética, entao p = 2.

Vale destacar que as condigoes que asseguram a conservagao de h sao com-
pletamente independentes daquelas que garante a igualdade entre h e a energia
total. Assim h pode ser conservada sem a necessidade de ser a energia total
ou ser a energia total sem ser conservada. Desta forma o valor e a forma do
funcional de h dependem do particular conjunto de coordenadas generalizadas
que se tenha escolhido.

Com estes trés tultimos teoremas surgem uma nova ideia das origens das
constantes de movimento fundamentais da mecanica, ao associarem as leis de
conservagao & propriedades geométricas do espago-tempo. A homogeneidade
e isotropia do espago refletem-se na invariancia da lagrangiana e dos vinculos
sob translagoes e rotacoes, dando lugar & conservacao do momento linear e do
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momento angular. A homogeneidade temporal reflete-se na imutabilidade da

lagrangiana e dos vinculos frente a uma mudanga na origem do tempo, dando
lugar a conservacao da energia (LEMOS, 2005) (BASSALO, 2011).

3. Dinadmica Hamiltoniana

A dindmica Hamiltoniana foi elaborada em 1833 por William Rowan Hamil-
ton. E uma reformulagao da mecénica cldssica que tem aplicagoes na mecanica
Newtoniana, mecanica quéntica e a teoria da relatividade. A dindmica Ham-
intoniana tem uma importancia fundamental, pois fornece um método flexivel
relacionados a estrutura da mecénica, ou seja, nos fornece uma maneira nova de
olhar para a mecénica cldssica e outras dreas. No entanto, ela nao nos fornece
uma maneira conveniente para resolver problemas em particular, sendo muita
das vezes mais facil trabalhar com a dinamica lagrangiana. E possivel obter o
formalismo hamiltoniano através do formalismo lagrangiano por uma transfor-
macdo de Legendre!!. As equacdes de Lagrange constituem um conjunto de n
equagoes diferenciais parciais de segunada ordem no tempo para as coordenadas
generalizadas, e o movimento é representado por uma curva tragada no espago
de configuracao'?. Na formulacdo introduzida por Hamilton as equacoes de
movimentos sao 2n equacoes diferenciais ordindria de primeira ordem no tempo
para 2n varidveis independentes, e o movimento é representado por uma curva
tracada no espaco de fase'?, um ponto no espaco de fase determina o estado do
sistema, ou seja, as posigoes e as velocidades das particulas num dados instante
(BASSALO, 2011) (LEMOS, 2005).

3.1 Equagoes de Hamilton

Definimos uma grandeza p; descrita na dindmica por intermédio de 2n quan-
tidades como momento candnicamente conjugado a &;.

oL .
pl:i : Z:1,...,7’L.

Esta equagao pode ser resolvida para as velocidades generalizadas. Desta
forma, na descrigao hamiltoniana substitui-se as varidveis (£,&) por (£, p) e in-
troduzimos uma funcéo H (€, p,t) no lugar da lagrangiana L(&,§,t) para gerar

LA transformagdo de Legendre quando aplicada & uma funcao diferencisvel em relacdo as
varidveis independentes ¢;, fornece uma nova equagao na qual as derivadas parciais associadas
sao tomadas como varidveis independentes.

12F uma descricio geométrica da dinamica lagrangiana. Um ponto no espaco de configu-
ragdo corresponde a um conjunto de valores determinados (¢, ..., €,,) que define a configuragao
do sistema mecanico. A medida que o tempo passa, o estado do sistema se modifica, e o
ponto descreve uma curva no espaco de configuragao, que representa o movimento do sistema.
(LEMOS 2005)

13 As quantidades (&, p) sdo chamadas de varidveis candnicas e o espago cartesiano de 2n
dimensdes cujos pontos sdo representados pelas 2n-uplas (§,p) = (&, ...,&€,,, D, --., Pn) € chamado
de espago de fase. (LEMOS 2005)
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a dindamica. Esta mudanga é realizada através de uma transformagdao de Legen-
dre que substitui as velocidades generalizadas pelos momentos candnicos como
varigveis bédsica na fun¢ao hamiltoniana H (€, p, t) definida por (LEMOS, 2005)

H(&p,t)=2,»§pi—L(€,€,t) :

Tomando a diferencial desta transformacao, obtemos
n . . n .
aH = 3" (édp + pidé, ) - {Z (8Lde, + 22dt,) + %fdt} ,
i=1 i=1

Pela definicao do momento canénico e das equagoes de Lagrange, esta equagao
fica

n

dH =Y (Edpi — pds,) — St

=1

Tomando a derivada da funcao H (&, p,t), obtemos
dH =3 (%gdgi n g—gdpi) g
i=1

Comparando estas duas ultimas equagdes dH = dH obtemos

§ — oH S _ _0H
i = op, ’ Pi = ~ 3¢,

i

Estas duas primeiras equagoes sao chamadas de equagoes de Hamilton, que
formam um conjunto de 2n equagdes diferenciais de primeira ordem equiva-
lente as equagoes de Lagrange. As quantidades (&, p) sdo chamadas de varidveis
canodnicas e o espaco cartesiano ¢ chamado de espago de fase. A primeira equacao
exprime as velocidades generalizadas em termos das varidveis canonicas, ela é
inversa das equagbes que definem os momentos canonicos.

A igualdade

9H _ 9L
ot ot ’
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nao se constitui uma nova equacao de movimento, mas ¢ uma importante
relagao entre a dependéncia temporal explicita da lagrangiana e da hamiltoni-
ana.

3.2 Hamiltoniana e Energia Total

Utilizando a lagrangiana L =T — V. Se T’ é uma fun¢ao quadratica das ve-
locidades e V' uma func¢éo independente das velocidades, entdao (LEMOS, 2005)

YibiE =8 =T
08 o€,
Neste caso,
H=T+V=F

A Hamiltoniana é a energia total expressa em func¢do das coordenadas e
momentos.

As equagbes de Lagrange s@o invariantes sobre uma transformagio geral
de coordenadas, isto é, sua forma nao serd alterada independente da escolha
das coordenadas. Na dindmica Hamiltoniana as coordenadas e momentos sao
varidveis independentes, possibilitando a mudanga de varidveis no espago de fase
que preservem a forma das equagoes de Hamilton. Isto possibilita escolher as
varidvais que simplifiquem a hamiltoniana e facilitem a resolucao das equagoes
de movimento (LEMOS, 2005).

3.3 Aplicagao da formulagao Hamiltoniana
Neste momento vamos construir a hamiltoniana e as equacoes de Hamilton

para uma particula num campo eletromagnético externo. A lagrangiana de uma
particula num campo eletromagnético ¢ (LEMOS, 2005)

L:%($2+y2+22)—egp(r7t)+%v~A(r7t) ,

Substituindo esta fungao nas equagoes de Hamilton, obtemos

oL e oL e oL
px—a—mx"’_;w ) py_aiy_my_kiy ) pz—g—
mz+ £A= ,
_ 1 e
v=m(p—£A)
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Substituindo estas equagoes na func¢ao hamiltoniana, temos

H:v~pr:%(p79A)2+ecp ,

3.4 Simetrias e Leis de Conservacgao

Ja que a formulagdo Hamiltoniana pode ser obtida a partir da formulacao
lagrangeana, é necessdrio que as propriedades de simetrias e leis de conservagao
aparegam nesta nova formulacao. Em consequéncia da definicao dos momentos
canodnicos da hamiltoniana, se H ¢ invariante sobre &;. Neste caso em decorrén-
cia das equagoes de Hamilton, temos (LEMOS, 2005)

- 9H _
pj——@—o

Desse modo, o momento conjugado a §; ¢ a constante de movimento.

Como j4 foi visto se a lagrangiana nao depende explicitamente do tempo,
entdo h se conserva. Embora dependam de varidveis diferentes, H e h tém o
mesmo valor. Desta forma, deve haver um teorema de conservacao para H.
Obtendo a diferencia¢ao da fun¢ao hamiltoniana

n

dH _ OH s | OH . OH
W‘Z(@§i+@Pi)+W ;
i=1

Substituindo as equagdes de Hamilton na func¢ao hamiltoniana, temos
n

dd E OH OH 4 OH OH ) | 90H
dt 0¢; Op; ~ Opi 0¢; ot ’

i=1

Neste caso, obtemos
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dH _ 0H
dt ~— Ot ?

Como H deriva de L, H depende do tempo se e somente se L também de-
pender. Como foi visto anteriormente L nao depende explicitamente do tempo,
entao H coincide com a energia total do sistema, neste caso comprova o teo-
rema da conservagao da energia. Em algumas situagoes pode acontecer de H se
conservar sem ser a energia total, ou H ser a energia total e nao se conservar.

4. Teorias Classicas de Campos

O objetivo geral da Teoria Cldssica de Campos é ultilizar uma lagrangiana
para escrever em funcao dos campos e de seus potenciais. A mecanica Newtoni-
ana tem como caracteristica a "acdo a distancia", igualmente expressa na lei da
gravitagao universal. A terceira lei de Newton "a¢do e reag¢do" tem como con-
sequéncia a conservagao do momento linear total. Se tomarmos a acao e reagao
ocorrendo em pontos distantes, a terceira lei de Newton gera ambiguidade na
relatividade especial. Se a terceira lei ocorrer em objetos que estejam em con-
tatos nenhum problema é gerado em relagao a teoria da relatividade especial.
Neste caso a agao a distancia é incompativel com a relatividade, pois envolve a
propagagao instantanea, ou seja, as particulas interagem com velocidades infini-
tas. Na relatividade estipulamos uma velocidade limite que ¢ a velocidade da
luz, nada que possa transportar energia e momento consegue ultrapassar esta
velocidade. Para solucionar este problema foi concebido a "a¢do a distdncia re-
tardada". Desta forma qualquer alteracdo no estado de uma particula somente
seria sentido por outra particula apds determinado tempo igual ao necessario
para a luz percorrer a distdncia entre elas. Neste caso estimamos o sugimento
de um momento linear em transito de uma particula para as outras a fim de
assegurar a conservagao do momento linear total. Isto indica que as interagoes
entre as particulas elementares devem ser mediadas por entidades chamadas
"campos", sendo portardor de propriedades mecanicas como energia e momento
linear (BASSALO, 2006) e (LEMOS, 2005).

A ideia de "campo" surgiu através da construgao matemédtica na descrigao
da "gravitagdo newtoniana", este formalismo foi extendido por fisicos como
Ampére, Ohm e Faraday tanto para fenémenos elétricos quanto magnéticos.
Devido a Maxwell, o conceito de campo passa a ter mais importancia.

Todos os sistemas continuos sao descritos por campos, neste caso a mecénica
analitica tem importancia fundamental, pois todas as teorias de campos podem
ser descritas pelos formalismos de Lagrange e Hamilton gerando uma teoria
cldssica de campos (LEMOS, 2005). Em seguida pode-se fazer uma transigao
canodnica através dos "parénteses de Poisson"'* para uma (TQC) " Teoria Qudn-
tica de Campos". As interacoes das particulas elementares sdo expressas por
meio das TQC. Temos como objetivo analisar a teoria cldssica de campos nas

1405 parénteses de Poisson sdo de enorme importancia devido ao papel fundamental que
desempenha na transicdo da teoria cldssica para a teoria quantica. (LEMOS, 2005)
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linguagens lagrangiana e hamiltoniana para as interagdes fundamentais da na-
tureza.

4.1 Teoria de Campos na Forma Lagrangiana

Definiremos um sistema mecénico com um nimero finito de graus de liber-
dade pelas coordenadas generalizadas &, (t). Um sistema continuo é descrito
pela coordenada 7, (t), ou seja trocamos o indice discreto k pelo indice con-
tinuo x. Neste contexto iremos ultilizar a notac¢do 7 (z,t). Em um sistema
discreto a lagrangiana envolve a soma de todos dos graus de liberdade, ji a
lagrangiana de um sistema continuo pode ser expressa em termos da integral
espacial de uma func¢do chamada densidade lagrangiana L, de modo que esta
densidade lagrangiana deva depender de um termo cinético, no entanto depende
de 7 (z,t) = %. Vamos supor que um campo 7 num ponto x interage consigo
mesmo apenas em uma vizinhanga infinitessimal desse ponto. Desta forma £
ird depender de 7 (x,t) e n(x + dx,t + dt). Neste caso é mais convéniente usar
77/ (z,1) = F2. E possivel verificar uma depenéncia em z e t. Para uma teoria
de campos unidimensionais a a¢do mais geral é da forma (LEMOS, 2005)

t1 ty x1
S = /Ldt:/dt/ﬁ (m.52, % a,t) do
ta to x9

Esta é a acdo para um um campos unidimensional, a equagao de Lagrange
para o campo 7 decorre do principio de Hamilton

t1 x1
55':(5/dt/£dx=0
to x9

4.1.2 Equacgoes de Lagrange

Aplicando o principio variacional de Hamilton, sendo que a variagao dos cam-
pos se anula nos extremos temporais e espaciais, podemos encontrar a equagao
de Lagrange




Para campos em trés dimensoes espaciais representados por 7 (11, ...,y ), as
equagoes de Lagrange derivam do principio de Hamilton em trés dimensoes

55:5/d4x£ (n,%,Vﬂ,x,t):() ,
Q

Assim, a equacao de Lagrange para teoria de campo fica

el oL oL oL .
m(a(%))Jr(a(vna))_%—O ) a=1,..,N.

Esta equagao de Lagrange permanece a mesma sob uma mudanga de coor-
denada, fazendo z° = ct, encontramos a equacdo de Lagrange na forma rela-
tivistica

9 oL _ oL _
K\ 9(9uns) o,

Se 1, e L forem escalares, esta equacao serd invariante sob transformagoes
de Lorentz.

Algumas teorias demandam o emprego dos campos complexos, que sao
formados por dois campos reais independentes, logo consideramos o proprio
campo 1) e seu complexo conjugado ¥* como campos independentes entre sf.
Para cada campo complexo teremos um par de equagoes de Lagrange. Tomando

No =V en, =1~

Um exemplo é tomarmos % um campo complexo, afim de obter uma densi-
dade lagrangiana £ de uma particula sujeita a um potencial V (z,t)

Lo=ihp™ — oWy Wy —V (2, )",

Substituindo esta densidade lagrangeana nas equacoes de Lagrange para
teoria de campos cldssicos, obtemos

ih% = 2 4 V()

T 2m
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Dessa forma a equacao de Lagrange corresponde a equagao de Schroedinger.
4.2 Teoria de Campos na Forma Hamiltoniana

Vamos definir o momento canonicamente conjugado a 7, () como 7% (z),
igualmente como foi feito na dindmica de particulas (LEMOS, 2005):

“@=e

Neste caso podemos interpretar a densidade hamiltoniana <&, como densidade
de energia e sendo definida como

%:Zaﬂ-aha_c )

Se expressarmos a densidade hamiltoniana em termos de 7%, n,, Vr® (z) e
V1, (z). Encontramos a hamiltoniana

H [y, 7% = [ 23 (n, (x),Vn, (@), 7 (z), VI (z))

Que serd um funcional dos campos e de seus momentos conjugados.

4.2.1 Equacoes de Hamilton

Para encontrar as equagoes de Hamilton para campos cldssicos, serd necessario
exprimir a a¢do na forma hamiltoniana (LEMOS, 2005)

S: de4x{Zaﬂ-gﬁ7%(navvna7ﬂ-a7Vﬂ-a)} )

Se usarmos o principio varacional §S = 0, obtemos as equagoes de Hamil-
ton variando independentemente os campos e seus momentos canonicamente
conjugados.

Mo = a‘rﬁ -V a<3§a) )
iae +V a(vn j
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Estas sao as equagoes de campos na forma Hamiltoniana. E possivel escrever
essas equagoes na forma condensada como mostramos a baixo

@ =5 @ =5

E dessa forma fica definido a teoria de campos na forma Hamiltoniana. Como
andlise podemos trabalhar com varios campos como o "campo de Klein-Gordon"
ou o "campo eletromagnético". A teoria cldssica de campos podem sofre uma
quantizagao candnica para uma teoria quantica de campos através dos " Parénte-
ses de Poisson", ou seja aplica-se uma propriedade de comutacao. Os parénteses
de Poisson para uma varidvel dindmica na formulagao hamiltoniana fica igual &
(LEMOS, 2005)

{7704 (Xa t) 77TB (Y>t)} = 5c€§ (X - Y)

5. Mecanica Quantica Relativistica

No inicio do século XX os fisicos se propuseram encerrar o escopo da fisica.
Suas ideias, seus métodos, leis, teorias, fundamentos entavam todos respecti-
vamente calculados, analisados e quantificados. Apenas dois experimentos fal-
tavam ser explicados, o experimento do efeito fotoelétrico e o experimento da
radiagcdo do corpo megro. Dois fisicos da época Albert Einstein e Max Planck
deram solugoes a estes problemas, gerando uma grande revolucao na Fisica no
infcio do século XX, uma vez que eles causaram o surgimento de duas das dreas
fundamentais para a Fisica que é a Mecdnica Qudntica e a Teoria da Rela-
tividade. A mecénica quantica sugiu da incapacidade da termodindmica e do
eletromagnetismo em trabalhar em escala microscépica, ou seja, escala atomica
e subatomica, das particulas que compoe o dtomo, trabalha com sistemas quan-
tizados, sistemas atomicos de alta energias. J4 a teoria da relatividade trabalha
em uma escala macroscépica, com massas grandes, velocidades altas (veloci-
dades consideravelmente préximas a velocidade da luz) e altas energias. Se
tivermos um sistema onde uma particula se propaga com velocidade proxima a
velocidade da luz, neste caso é necessdrio unificar essas duas aréas fundamen-
tais (mecénica quéntica e relatividade) que foi um dos grandes objetivos da
Fisica em meados do século XX. Fazendo esta unificagao obte-se uma mecdnica
qudntica relativistica, que é também uma Teoria Qudntica de Campos. A teo-
ria quantica de campos se torna um conjunto de ideias e técnicas matematicas
com o objetivo de descrever quanticamente os sistemas fisicos associados a um
nimero infinito de graus de liberdade. A TQC nos proporciona uma estrutura
tedrica usada em diversas dreas da fisica, além do mas utilizamos o método de
quantizacao, que por sua vez ultiliza as propriedades de comutagao para os op-
eradores, quantizar algo é basicamente encontrar seus respectivos operadores.
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Podemos citar a Fletrodidmica Qudntica que é uma TQC para o eletromag-
netismo, ela descreve as interagoes entre as particulas eletricamente carregadas
através da emissdo e absorgao de fétons. Além do mais, o paradigma das qua-
tro interagoes fundamentais da natureza (Interagao Eletromagnética, Interagao
Nuclear Forte, Interagdo Nuclear Fraca e Interagdo Gravitacional) sdo descritas
por teorias quanticas de campos que compoe o chamado Modelo Padrao e serve
para descrever as particulas elementares (SAKURALI, 2013), (BASSALO, 2006)
e (BASSALO, 2007).

5.1 Equagao de Klein-Gordon

Klein-Gordon construiu uma equagao, em que a funcao de onda de uma
particula deveria ser consistente com a relatividade especial, ou seja, a primeira
tentativa de obter uma relagao entre a mecéinica quantica e a teoria relatividade
se deu gragas a equagao de Klein-Gordon, sendo que esta ideia estd sujeita a erros
por conta do desenvolvimento da mecénica quantica ser baseado na conservagao
de probabilidade, sendo que na teoria da relatividade é possivel criar particulas a
partir da energia. Neste caso devemos construir uma teoria de campos de muitos
corpos que seja consistente com a teoria da relatividade. A equacao de Klein-
Gordon é uma equagdo de onda-relativistica para uma particula livre, além do
mais, ela é uma versio relativista da equacéo de Schroedinger. E possivel obter
os mesmos resultados ultilizando o teorema de Noether sobre a pespectiva da
TQC, a maioria dos problemas fisicos de alta energia sao solucionado gragas a
TQC.

Existe uma certa complexidade na maioria das equacoes, para facilitar este
caso é comum fazer uma aproximagao dos valores das equagbes para serem
representadas em unidades de energias. Se fizermos ¢ = 1 = h, estaremos
associando unidades de comprimento, massa, momento e agao em unidades de
energia (GeV).

Se tomarmos a equagao de Schroedinger (LEMOS, 2005) e (SAKURALI, 2013)

oy =LEviy+vy

pelas unidades naturais citadas acima, temos que A = 1, entao a equagao
acima fica

P2y =LV + VY

Através desta equacao, verificamos que hd um certo problema ao unificar a
mecénica quantica com a relatividade, pois a derivada temporal é de primeira
ordem, enquanto que a derivada espacial é de segunda ordem. Entao nao temos
uma simetria de Lorentz neste contexto. Klein-Gordon fez a primeira tentativa
para se obter uma equagao de onda relativistica.
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Na mecanica quantica definimos as quantidades fisicas (energia e momento)
como operadores

E—i2 | p—iVv

Partindo da rela¢ao de dispersao (relagao entre as frequéncias f e o compri-
mento de onda A de natureza ondulatéria e se propagando em um dado meio
material ou no védcuo) a equagao de Schroedinger fica

E=-+V )

Escrevendo a equagao de Schroedinger em funcao da hamiltoniana H =
T 4V, encontra-se

i = (-Evi+v)y

m

O termo entre parénteses é chamado de hamiltoniana.

Por fim, temos a relagdo entre momento e energia
E?2 = p? +m? 7
Aplicando uma fungao de onda ¢ (x,t) nesta relagao, temos
E*o=p’o+m’p
substiruindo os operadores Ee p na equagao acima
(—ig) o= (=iV)p+mPp
sendo que, (—z’)2 =-1

2
%Tf—v2<p+m2<p:0 ,
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Definimos o d’Alambertiano (generalizacio do laplaciano na métrica de Minkowski'®)
82

2 ~
como [ = 57 — V7, neste caso, a equagao fica

Op+m2p=0

(D + m2) p=20 ,
Ou também, pode ser escrita como
(0,0 +m?) =0

Esta equagao é conhecida como equacao de Klein-Gordon.
5.1.1 Campo de Klein-Gordon
Agora encontraremos a equagao de Klein-Gordon pela dindmica lagrangiana.

O campo de Klein-Gordon é um exemplo da teoria de campos relativistica,
tomando a lagrangiana £ de um méson escalar (LEMOS, 2005)

L=18,p000 - ™02

© & um campo escalar e m ¢ a massa da particula (em unidades CGS), como
o campo € escalar, a lagrangiana é invariante sob trasnformagoes de Lorentz.
Substituindo esta lagrangiana nas equagoes de Lagrange relativistica para teo-

rias de campos, introduzindo a notagao ¢,, = d,,¢, encontramos
AL  _ 9 (1, uvA
3(02) Do, (397¢u9)) ’

Sendo que ¢g¥* é uma componente no tensor métrico que define uma métrica
no espago de Minkowisk.

oo (3970.9)) = 597000 + 590,08 = § [9"er +g™e, ] = o

15 Aqui é requerida uma definicdo nova de espaco 4-dimensional com uma métrica prépria.
Nesse espago algumas operagoes funcionam de forma distinta do usual no espago cartesiano.
Para mais informagoes, veja as referéncias Lemos (2005) e (BASSALO, 2007). Entretanto, esse
tema nao serd abordado neste trabalho, o que, entretanto, ndo induz perda de generalidade.
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Tomando a derivada do segundo membro da equagao, temos
oL _ 8 (_m? 2\ _ 2
e — 9o ( 7 P ) = —m-y )

Substituindo estes resultados na equagao de Lagrange na forma relativistica,
encontramos

Ot + m2p =0 ,
Como ¢, = du¢p, entao " = 0"¢. Substituindo na equagao, obtemos

9,0t +m*p =0 ,

0,0" +m?)p=0 ,
o

Encontramos a equagao de Klein-Gordon. Em teoria quantica de campos,
esta equagao descreve os mésons escalares, que sao particulas de massa m sem
spint®.

Pode-se notar uma semelhanga com a equagao de onda cldssica. Sendo que
ela tem todas as qualidades necessédrias para uma equacao de onda relativistica.
Ela é relativisticamente covariante, é de segunda ordem na derivada temporal
diferentemante da equacao de Schroedinger e possui solu¢oes que sdo, de fato
aquilo que se esperava para uma particula relativistica livre de massa m. Tam-
bém descreve particulas que se propagam nos dois sentidos temporais, sendo que
sua interpretagao é fundamentada na "teoria de antiparticulas". No entanto,
muitas das dificuldades da interpretagao da equacao de Klein-Gordon é que ela é
de segunda ordem no tempo, isto inclui uma densidade de probabilidade que nao
é positiva-definida, gerando falta de graus de liberdade adicionais associado ao
spin, ambos podem ser identificados como particulas e anti-particulas de carga
de sinal oposto, e também surgem solucoes de energias negativas. Isto con-
denou a equagao de Klein-Gordon a margem do desenvolvimento da mecanica
quantica relativistica. Embora nao tenha tido sucesso para descrever particulas
como elétrons em condicoes relativisticas, ela é 1ltil para descrever o comporta-
mento das particulas com spin nulo, como os mésons (7r+, T e 770), ela também
aborda certos campos bosonicos. Além do seu emprego no contexto da teoria
quantica de campos, a equagao de Klein-Gordon tem hoje interessantes apli-
cagbes em 6ptica geométrica, fisica da matéria condensada e fendmenos de onda

16 Spin & uma propriedade quantica presente nas particulas, podemos tratar como sendo o
momento angular intrisseco da particula. Essa propriedade, em tltima andlise, tem origem
na geometria do espago tempo.
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dispersiva. Por mais que seja uma equagao compativel com a relatividade espe-
cial e a mecénica quéintica, mas nao gera a Fisica que se deseja por conta desta
derivada segunda no tempo. (LEMOS, 2005) e (SAKURAI, 2013).

5.2 Equagao de Dirac

Quem solucionou este problema foi Dirac, pois ele propos determinar uma
equagao de onda relativistica de primeira ordem no tempo, que descrevesse
muito bem as particulas elementares de spin % (elétron) e introduziu teori-
camente o conceito de antiparticulas, que em 1932 foi confirmado experimen-
talmente a descoberta do pdsitron. Na mecénica quantica nao-relativistica as
particulas sao descritas pela equagao de Schroedinger, enquanto que na mecanica
quantica relativistica as particulas de spin % sao descritas pela equagao de Dirac

que tem a forma (LEMOS, 2005), (SAKURAI 2013) e (BASSALO, 2006)

(i7" 8 = m) 9 (2, 1)

Esta é a equagao proposta por Dirac, foi tomada como a diregao correta
para o desenvolvimento da mecénica quantica relativistica. No geral, Dirac
derivou a equagao de Klein-Gordon para obter uma equagao de primeira ordem
no tempo. As matrizes v sdo chamadas matrizes de Dirac e ndo serao tratadas
explicitamente neste texto.

Conclusao

Neste trabalho, fizemos uma cobertura sobre os estudos das teorias de cam-
pos e a mecdnica qudntica relativista em nivel introdutério, o alicerce aqui de-
senvolvido continua sendo a base fundamental para compreensao do mundo da
fisica de particulas. Por mais que a mecanica de Newton falha em dimensoes
pequenas e no dominio das altas energias, podemos contar com as teorias desen-
volvidas no inicio do século XX (mecéanica quantica e teoria da relatividade). O
aparato matemdtico aqui desenvolvido (formulagao lagrangiana e hamiltoniana)
¢é fundamental para a compreensao das teorias cldssicas e quanticas de campos.
O objetivo principal foi obter uma equagao de onda que seja consistente com
a teoria da relatividade, a primeira tentativa da unificagao dessas duas teorias
se deu gracas a Klein-Gordon, com evidéncia da existéncia das antiparticulas,
logo em seguida surgu Dirac proporcionando uma equacao correta para o de-
senvolvimento da mecénica quéntica relativista. A teoria quéntica de campos é
o arcabougo correto para tratar a mecadnica quantica relativistica e a mecanica
quantica de muitas particulas em geral. A equacao de Schroedinger serve para
descrever quanticamente os sistemas que estao no regime nao-relativistico, ou
seja, sistema que estejam com velocidade muito menor que a velocidade da
luz, e também estejam com energias bem mas baixas daquelas associadas a
sua massa de repouso. Na mecanica quantica relativistica, trabalhamos com as
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fungoes de onda relativistica, a equagao de Klein-Gordon e a equacao de Dirac.
Sao essas as equagOes que descrevem os sistemas quénticos fora do regime de
baixas velocidades, seria este um regime em que os efeitos da relatividade espe-
cial comega a surgir, em tais efeitos estao, velocidades préxima a velocidade da
luz, as energias sao altas o suficiente para poder ter correcoes relativisticas, ou
seja, as energias s@o altas o suficiente para que elas possam ser convertidas em
massa pela relacdo F = mc?, neste sentido trabalhamos com a teoria qudntica
de campos.
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