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Resumo

Nao se trata de um livro, este texto foi escrito a partir das notas e rabiscos de seminarios
e apresentagoes de oficinas realizadas pelos estudantes do curso e matemética da UEA de
Tefé e de Eirunepé, durante a execucao do projeto de produtividade intitulado ” Tépicos
de Anélise: Numeros reais e topologia na reta”’ que ocorreu entre os meses de marco de
2018 e fevereiro de 2020 sob a coordenacao do professor Josimauro Borges e a participagao
direta dos estudantes Jhonny Oliveira, Erison Cardoso, ambos académicos do curso de
matematica de Eirunepé, dos académicos Alisson Athos, Alison Taylo, Rodrigo Meza,
Ismael Quirino e Elcimar Arante, estes sao académicos do curso de Matematica do Centro
de Estudos Superiores de Tefé- CEST. O projeto teve carga horaria total de 144 horas
distribuidas em 6 horas por més. Ha alguns questionamentos a serem esclarecidos: i)
Que conjuntos sao considerados como corpos ii) Serd que existem dois corpos ordenados
completos, ou o conjunto dos niimeros reais é inico com essas propriedades? E, iii) Vale a
reciproca do teorema de Borel-Lebesgue? Na parte final falamos brevemente sobre alguns
espacos importanes no meio matematico. O texto tem carater elementar pelo fato de
que, a principio, os resultados terem sidos escritos para académicos iniciantes do curso de
matematica, embora, se estendesse também aos que pretendem ingressar nos cursos de
pos-graduacao, visto que esse tema é cobrado na realizacao dos exames de ingresso em
tais cursos. O objetivo é facilitar a compreensao de alguns temas abordados na disciplina
de Anélise Matematica para licenciatura e Algebra Linear. O material esta disponivel na

biblioteca de Tefé e de Eirunepé.
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Introducao

O ensino de Andlise Real e Algebra Linear é de importancia incalculdvel na érea da
matematica superior, dada sua grande utilizacao nas mais diversas linhas de pesquisa
nos cursos de pos-graduacao. A sua abordagem na parte de topologia, nimeros reais e
espagcos vetoriais traz uma contribuicao para o aprendizado paralelo a sala de aula. Dado
o fato de que a Analise Real, como importante ramo da matematica, tem sido vista como
”dificil”de ensinar e de aprender e também do fato de a universidade (CEST) nao dispor
de um laboratério de matematica, onde se teria uma énfase maior nessa drea com o0s
académicos, esse texto se apresenta como agao/alternativa pedagddicas para auxiliar os
professores e estudantes a fim de melhorar os estudos desses temas. Esse texto se justifica
como um instrumento inovador, de pesquisa e cooperagao para a comunidade escolar e,
claro, fortificando o conhecimento e a aprendizagem dos académicos envolvidos. Durane
a realizacao das palestras e seminarios os académicos guardavam todo o material apre-
sentado e em seguida o texto era digitado. Nos colocamos humildemente a disposi¢ao
para fazer corregoes de eventuais erros que este texto apresentar, bem como apreciar co-
mentarios e acrescentar se assim entendermos. Criticas e sugestoes, favor enviar para o

email jbcarvalho@uea.edu.br.



Capitulo 1

Conjuntos Numéricos

Neste capitulo introduzimos alguns fatos e definigoes basicas dos conjuntos numérios
N, Z,Q,R,C e (R—Q) e apresentamos solucoes de alguns exercicios e demonstracoes
de alguns teoremas. Nao é feito um estudo aprofundado. Como ja comentamos antes, sao
apenas resultados que foram discutidos durante a realizacao do projeto. Para um estudo

aprofundado o leitor deve consultar [1], [5], [11], e [12].

1.1 Seminario 1- Contexto Historico

Este foi o primeiro semindario. Foi apresentado pelos académicos Jhonny e Erison aos
demais académicos do curso de Matematica de Eirunepé em 6 de abril de 2018. Também
foi apresentado aos académicos do curso de Matematica do Centro de Estudos Superiores

de Tefé-CEST pelos académicos Alisson Athos, Rodrigo Meza e Isamel Quirino.

1. Breve histérico dos conjuntos numéricos: Naturais, Inteiros, Racionais, Reais e Ir-

racionais. Dar a definicao rigorosa e formal de cada um deles, citar exemplos;

(a) Sobre os nimeros naturais N. A constatagdo de que se pode elaborar toda a
teoria dos niimeros naturais a partir de alguns poucos fatos basicos, conhecidos
atualmente como os Axiomas de Peano, deve-se a Giussepe Peano (1858-1932).
Trata-se de algumas propriedades fundamentais das quais resultam quase to-
das as afirmacoes que se podem fazer sobre esses numeros. Neste estudo con-
sideraremos que o menor numero natural € o numero 1 . Autores diversos

discutem sobre considerar ou nao que o zero 0 seja considerado um numero
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natural. Parece que considerar o zero como um nimero natural é uma questao

de conveniéncia. Entao caro estudante, fique atento e use a conveniéncia e seu

raciocinio quanto a isso. O conjunto dos nimeros naturais N é caracaterizado

pelos seguintes fatos, conhecidos como axiomas de Peano:

i)

ii)

iii)

H4 uma fungao injetiva f : N — N . A imagem f(n) de cada ntmero
natural n é o sucessor de n.Ou seja, se 1 = 1 entdo a imagem f(n) = 2,
pois 2 é o sucessor de 1, se n = 2 entao f(n) = 3, pois 3 é o sucessor de
2. E assim por diante. Veja que esta construcao é infinita para o lado
positivo.

Existe um tunico nimero natural 1 tal que 1 # f(n) para todo n € N.
Isso significa que dentro do conjunto dos niimeros naturais o nimero 1 nao
tem antecessor, evidentemente o nimero 1 nao é sucessor de nenhum outro
nimero natural.

Se um conjunto X C Nétalque 1 € Xe f(X) C X ,istoé,n € X = f(n) €
X entao X = N. Este axioma quer dizer que se o numero 1 € X C N e o
sucessor do 1 também pertence a X e, um niimero n € X e o sucessor deste
nimero n também pertence a X entao X = N. Este axioma é conhecido

como Principio da Indugao. Veremos mais adiante sobre este principio.

Dados a, b, c € N valem as seguintes propriedades:

ii.
iii.

1v.

V.

vi.

Comutativa da soma: a+b =>b + a.
Associativa da soma: a+ (b+c¢) = (a+b) +c.
Associativa do produto: a-(b-¢c)=(a-b)-c.

Distributiva a direita: a(b+c¢)=a-b+a-c.

Distributiva & esquerda: (a+b)-c=a-c+b-c.
Elemento neutro do produto: 1-a=a-1=a.

Comutativa do produto: a-b="b-a.

(b) Sobre os numeros inteiros Z. O conjunto dos numeros inteiros contém os

numeros positivos e negativos e tambémo o numero zero. A este conjunto

valem todas a propriedades anteriores acrescida de mais trés, a saber,

vii

. Elemento inverso aditivo: a + (—a) = (—a) + a = 0.
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viii . Elemento neutro da soma: a+0=0+ a = a.

ix . O produto de dois elementos nao-nulos é um elemento nao-nulo:

a-b=0=a=0o0oub=0.

Munido dessas propriedades, o conjunto Z dos inteiros ¢ chamado de Dominio

e Integridade.

Se um conjunto satisfaz todas estas nove propriedades e ainda satisfaz a se-

guinte:
x . Inverso multiplicativo:a - (a)™' = (a)!-a =1,
entao é chamado de Corpo. Q,R e C sao corpos.

(c) Sobre os nimeros racionais Q. O cojunto dos nimeros racionais é um corpo.
E formalmente descrito como sendo

Q:{%,a,beZ,b%O}

Isto significa dizer que os ntimeros racionais sao todas as fracoes e, evidente-
mente os nimeros que podem ser escritos em forma de fracao. Por exemplo, o

_ 6
numero 3, pode ser escrito em forma da fracao 5= 3.

(d) Sobre os numeros irracionais (R — Q). Este conjunto sdo os niimeros que jamais
podem ser escrito em forma de fragao, sao as dizimas nao periddicas, nossas

velhas conhecidas. Os mais conhecidos sao v/2, 7, dentre outros.

(e) Sobre os numeros reais R. O conjunto dos numeros reais satisfaz estas dez
propriedades citadas, bem como @, e C. No entanto, existem ainda outras
propriedades que sao satisfeitas apenas pelo conjunto dos niimeros reais, alids
sao estas propriedades que o diferencia dos demais conjuntos. Veremos mais

adiante que R é ordenado e completo, coisas que C e Q nao sao.

2. Mostrar que v/2 ndo é um ntmero racional.
Solucao: A demonstracao é feita por contradicao. Para estudar um pouco mais
sobre demonstragoes veja [7]. Suponha que exista um nimero racional igual a raiz

de 2, ou seja, que existam numeros inteiros positivos a e b tais que — = V2, com

b
2

a 2 a
e forma irredutivel. Ou equivalentemente (—) =2 = a% = 2b?%. Temos

b/ b’
que a? é par, pois é o dobro de b2 Veja a deve ser par, pois o quadrado de um
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numero fmpar é impar. Ora, se a é par entao é o dobro de algum outro nimero,

digamos que a = 2k. Assim,

a=2k
(2k)? = 2b?
4k* = 2b?

2k? = b?

Veja que b? é par, logo b também deve ser par. Se a e b sdo pares, como é possivel
ter uma fragao irredutivel com numerador e denominador pares ? Nao ¢é possivel ter

esta fracdo, logo v/2 ndo é um nimero racional. M

1.2 Seminario 2 - Principio de Inducao e Principio

da Boa Ordenacao

Este seminario foi apresentado em 4 de maio de 2018 aos académicos do curso de
matemadtica de Tefé e de Eirunepé. Para um aprofundamento do assunto veja [7] ,

11] e [12].

(a) Definir o Principio da Indug¢éo e mostrar um exemplo.

Principio da Induc¢ao. Este principio serve como base para um método de
demonstracao de teoremas sobre nimeros naturais conhecido como método de
indugao, que funciona assim : Se uma propriedade P vale para o nimero 1 e,
a partir dai supormos que seja vélida para um nimero n (é o que chamamos
de Hipétese de Indugao) e provarmos que vale também para o sucessor de n
que ¢ N+ 1 entao podemos conluir que vale para todos os nimeros naturais.
Exemplo: Prove por inducao que 1 4+2+ ... +n = @

Solucao:

A igualdade vale para n =1, isto é

1(1+1)
—

Suponha que valha para um certo k € N, ou seja, fazendo n = k. Temos

k(k+ 1)

1+24+ ... +k= 5
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A esta igualdade chamamos de Hipotese de Inducao.
Devemos provar que é verdade para o sucessor do nimero k escolhido anteri-

ormente, isto é, k + 1. Ou seja, devemos provar o seguinte:

1 1+1 1 5
L2t k1= Kkt )(';+ +1) _ (k+ )2(k+ )

Para provar esta igualdade vamos usar a Hipotese de Indugao, veja que

1424+ ... +k+(k+1) = %Hkﬂ)
k2 +k+2k+2
2
k? 4+ 3k + 2
2
(k+1)(k+2)

5 .

Esta provado. Veja que no primeiro passo da igualdade usamos a Hipotese de
Inducao e, somamos k41 a ambos os membros da igualdade. Em seguida calcu-
lamos o  mmec (minimo  multiplo  comum) para  obter
k? + k+ 2k + 2 = k% + 3k + 2. No tltimo passo calculaos as raizes da equacao
de segundo grau em k que sao k = —1 e k = —2. Finalmente chegamos a

igualdade desejada. W

(b) Definir o Principio da Boa Ordenagao e mostrar um exemplo.

Solugao: O Principio da Boa Ordenagao-P.B.O. diz o seguinte: Todo subcon-
junto nao vazio X C N possui um elemento minimo, isto é, um elemento ng € X
tal que nyg < n para todo n € X. Em outras palavras, qualquer subconjunto
nao vazio dos nimeros naturais tem, necessariamente, um elemento que é me-
nor do que todos os outros.

Exemplo. Dado n € N, prove que nao existe x € N tal quen < x <n+ 1.
Solucao: Na primeira desigualdade tem-se n < x = x = n+ p. Por outro lado
x<n+1 Ouseja,n+p <n+1= p <1l Chegamos a uma contradigao,

pois pelo P.B.O 1 é o menor elemento de N. l

1.3 Seminario 3 - Conjuntos finitos e infinitos

Este seminario foi apresentado em 1 de junho de 2018 aos académicos do curso de

matematica de Tefé e de Eirunepé. Para um aprofundamento do assunto veja [10],
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11] e [12].

1 . Definir:

1.

ii.

Conjunto finito;

Solucao

Um conjunto é finito quando é vazio (ndo possui elementos) ou quando
vocé consegue contar todos os seus elementos do primeiro até o ltimo,
sem esquecer nenhum deles. Por exemplo, o conjunto ] = {m, a,u,r, o}
formado por estas letras é finito. O conjunto Z dos ntimeros inteiros nao é
finito. Se vocé tentar contar todos os seus elementos certamente vai gastar
mais de cento e vinte anos e, mesmo assim nao conseguird contar todos.
Precisamos dar uma definicao formal de conjunto infinito. Veja: Considere
o conjunto I,, = {1,2,...,n}, ou seja, o conjunto formado pelos niimeros

naturais de 1 até n, isto é, dado n € N, temos
Li=peN;I1<p<n}

Assim, um conjunto X chama-se finito quando é vazio ou quando existe,

para algum n € N, uma fungao bijetiva
f: 1, — X
Cada conjunto I, ¢ finito e possui n elementos, por exemplo,

L ={1}
I ={1,2}
13 :{1,2,3}

E assim por diante. Se uma funcao f: X — Y. é uma bijecao, necessari-

amente os conjuntos X e Y sao finitos.

Conjunto infinito;

Solugao

Um conjunto ¢ infinito quando nao tem fim, é o caso do conjunto Z dos in-
teiros que comentamos anteriormente. Formalmente falando, um conjunto
X ¢ infinito quando nao ¢é vazio e, além disso, seja qual for n € N, nao

existe uma bijecao f: I,, — X.
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iii.

1v.

Conjunto Enumeravel;

Solucao

Um conjunto é enumeravel quando vocé consegue enumerar = contar todos
os seus elementos. Como assim enumerar? Enumerar significa contar,
mesmo que voce nao chegue ao fim da contagem, ¢ importante que, durante
a contagem, nenhum elemento pode ser esquecido. Por exemplo, o conjunto
7 dos inteiros nao tem fim, mas vocé consegue fazer uma enumeracao
dos seus elementos, mesmo nao chegando ao fim. A defini¢ao formal é a
seguinte: Um conjunto X é enumeravel quando é finito ou quando existe
uma funcao bijetiva f : N — X, no segundo caso X é infinito enumeravel.
Conjunto nao enumeravel.

Solucao

Um conjunto X é nao-enumeravel quando jamais podemos contar ou enu-
merar seus elmentos por mais que tentemos. Um exemplo classico é o
conjunto R dos nitimeros reais. Além de ser infinito, se vocé tentar con-
tar os seus elementos certamente estara esquecendo vario deles, pois estao
escondidos entre os outros. Por exemplo, se vocé iniciar a contagem pelo
numero 1 e fizer uma lista, qual seria o préximo nimero a ser colocado na

lista? Digamos que seja o nimero 2, assim teriamos
1;2;...

Veja que ao passar do 1 para o 2 vocé esqueceu do 1,5. Entao vamos fazer

uma nova lista acrescentando o 1,5, temos
1:1,5;2; ...

Veja que ao passar do 1 para o 1,5 voceé esqueceu do 1,4. Entao vamos

fazer uma nova lista acrescentando o 1,4, temos
1;1,4:1,5;2; ...

Epal! Veja que voceé esta esquecendo varios outros numeros, estao faltando
nesta lista o 1,1;1,2; 1, 3. Entao vamos fazer uma nova lista acrescentando
eles, temos

1:1,1;1,2;1,3:1,4;1,5;2; ...



Capitulo 1. Conjuntos Numéricos 9

Agora veja que vocé esqueceu de colocar na lista os niimeros que estao
entre 1,1 e 1,2. Esqueceu também os nimeros que estao entre 1,3 e
1,4. Bom, continuando o racioncinio, veremos que jamais poderemos fazer
uma contagem sem esquecer algum numero entre os outros. Portanto, um

conjunto com esta caracteristica é nao-enumeravel.

2 . Prove que todo subconjunto de um conjunto finito ¢ finito;
Solucgao
Vamos denotar por X o conjunto e Y o subconjunto. Se X = ) ou X possui um
unico elemento, é claro que Y C X serd vazio ou possuird um unico elemento,
assim Y ¢é finito. Se X possui n elementos e Y C X com Y = X, Y é finito. Se
X possui n 4 1 elementos e Y = X, Y é finito, mas se Y # X, tome a € X com

a ¢ Y. Assim, teremos Y C X —{a} possui n elementos, consequentemente Y é

finito. A

3 . Prove que o produto cartesiano de dois conjuntos enumeraveis é um conjunto
enumeravel;
Solucao
Por hipdtese X e Y sao enumeraveis entao, pela definicao de conjunto enu-
meravel existem bijecoes f : N — X e g : N — Y. Logo, a ufncao
h: N x N — X x Y definida por h(m,n) = (f(m),g(n)) é, pelo menos
sobrejetiva. SEndo assim, s6 nos resta provar que N x N é enumeravel. Para
isto, tome uma funcao j : N x N — N definida por j(m,n) = 2™-3™ e mostre-
mos que j é uma bije¢ao. Como h ¢é sobrejetiva entao j é sobrejetiva também.
Nos falta mostrar que j é injetiva. Veja que j(m,n) = 2™ - 3™ m serd sem-
pre diferente de n, pois a decomposicao em fatores primos é tinica. Logo, j é

bijecao e, cosequentemente o produto cartesiano requerido é enumeravel. Wl
4 . Prove que Z ¢ infinito;
Solucao
A funcao f : I,, — Z é sobrejetiva, mas nunca injetiva. Logo, nao teremos a

bijecao. Assim, Z é infinito.
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1.4 Seminario 4 - Corpo

Este seminério foi apresentado em 13 de junho de 2018 aos académicos do curso de

matematica de Tefé e de Eirunepé. Para estudar mais veja [8] e [12].

(a) Defina as propriedades de corpo;
Solucgao
Para que um conjunto seja considerado um corpo ele precisa satisfazer as se-
guintes propriedades:
i Comutativa da soma: a+b =Db + a.

i Associativa da soma: a+ (b+c¢) = (a+b) +c.

—e

i Associativa do produto: a-(b-c)=(a-b)-c.

—

i
iv Distributiva a  direita: a(b + ¢) = a - b + a - c
Distributiva a esquerda: (a+b)-c=a-c+b-c.
v Elemento neutro do produto: 1-a=a-1=a.
vi Comutativa do produto: a-b=">b-a.
vii . Elemento inverso aditivo: a + (—a) = (—a) + a = 0.
viii . Elemento neutro da soma: a4+0=0+a = a.
ix . O produto de dois elementos nao-nulos é um elemento nao-nulo:
a-b=0=a=00ub=0.
x . Invesro multiplicativo:a - (a)™' = (a)™!-a = 1.
Os conjunto Q, R e C sao corpos. Todos eles satisfazem essas dez propriedades.
(b) Use o fato de que o trinomio do segundo grau f(A) = > ' | (xi + Ayi)? é = 0

para todo A € R para provar a desigualdade de Cauchy-Schwarz

() = (£4) (£4)

Solucao
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n

Z(Xi +Ayi)?
=1

Z(xi2 + 2Axiyi + A%yd)

1=1
ix% +7\2ixiyi +?\2iyi2.
1=1 i=1 i=1
Dai N N N

D A2 xiyi A )Y yiz0

=1 im1 iz

Faga ) " y?=a,2) " xiyi=be ) | x) =c. Assim, a\> + bA+c¢ >0,

isto ¢, A = b? —4ac < 0 ou b? < 4ac. Daf,

4 (i XiYi
i=1

(Z XiYi
i=1

como queriamos demonstrar.

Dé exemplo de conjuntos que nao sao corpos;
Solucao
Para que um conjunto nao seja corpo basta que ele deixe de satisfazer qual-

quer uma das dez propriedades do item anterior. Veja que o conjunto N do

nimeros naturais nao satisfaz a propriedade [vii] do elemento inverso aditivo:

a+ (—a) = (—a) + a = 0, pois em N nao se tem nimero negativo, logo N

nao é corpo. Também o conjunto Z dos inteiros nao satisfaz a propriedade [x]

inverso multiplicativo: a-(a)™! = (a)~!-a =1, pois em Z nao se tem fracao

nem poténcia em —1, logo nao podemos inveter nimeros. Assim, Z nao é um

COTpo.
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1.5 Seminario 5 - Corpo ordenado

Este seminario foi apresentado em 24 de agosto de 2018 aos académicos do curso de

matematica de Tefé e de Eirunepé. Veja [11] e [12].

(a)

Defina as propriedades que caracterizam o conjunto R dos niimeros reais como

um corpo ordenado.

Solucao

Dizer que R é um corpo ordenado ¢é dizer que dentro deste conjunto existe

uma ordem, ou seja, existem elementos que sdo maiores e/ou menores que

outros. Por exemplo, 2 < 5. Isso nao ocorre em C, isto é, dados dois niimeros

complexos z; e zo nao se pode dizer que z; > zy ou que z; < z,. Pois bem,

vejamos aqui as propriedaes que fazem de R um corpo ordenado. Pode ser que

em livros diversos vocé encontre estas propriedades escritas separadamente ou

de maneira diferente, mas a esséncia é a mesma.

Dados x,y,z € R

P1 . Transitividade: se x <y ey < z entao x < z.

P2 . Tricotomia: dados x,y € R, ocorre exatamente uma das alternativas
x=Yy,x<youy<Xx.

P3 . Monotonicidade da adicao: se x < y entao, para todo z € R, tem-se
x+y<y-+z

P4 . Monotonicidade da multiplicagdo: se x < y entao, para todo z > 0

tem-se xz < yz. Se z < 0 entao x <y implica em yz < xz.

Com estas propriedades fica estabelecida a ordem dentro do conjunto dos
numeros reais.

Prove a desigualdade de Bermoulli e a desigualdade triangular.

Solucao

A Desigualdade de Bernoulli (1 +x)" > 1+nx,Vx e R,x > —-1leVneN, é
um dos resutados classicos das propriedades dos nimeros reais e, tambem dos

nimeros naturais. A demonstragao é feita por inducao.
Solucao

usaremos os passos da Inducao
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1.

11.

1i1.

Para n=1, tem-se a veracidade
(1+x)>1+1x.
Supomha que valha para n = k (Hipétese de Indugao), isto é,
(14+%x)*>1+kx.
Queremosmostrar que vale para n =k + 1, isto é,
1+ =1+ (k+1x.
De fato,

(14+x) = 14+ (1+%x)>0Q+kx)1+x)=1+x+kx+kx’ <
(1+x) > 14+ kK+Dx+k2>1+(k+1)x e

(T+x) " > 14 (k+1)x,

pois kx? > 0.1

A desigualdade triangular [x + y| < |x| + [y| é usada em vérias dreas da
mateméatica. E um grande classico das desigualdades. A demonstracgao
dela é feita de varias maneiras. Aqui faremos usando as identidades de
moédulo, pois achamos assim conveniente. Note que [x| > x e [y| > y.
Somando membro a membro vem x| + |y| > x +y. Fazendo o memso
procedimento com [x| > —x e |y| = —y resulta em [x| + |[y| = —(x +y).
Agora basta tomar [x| + [y| > |x +y| = max{x+y,—(x+y)} , isto é,
x|+ 1yl = x|+ lyl. &

1.6 Seminario 6 - Corpo ordenado completo

Este seminério foi apresentado em 10 de setembro de 2018 aos académicos do curso

de matematica de Tefé e de Eirunepé. Para estudar mais sobre este assunto veja

11] e [12].

(a) Defina conjunto limitado.

Solucao
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Um conjunto X C R ¢é limitado superiormente quando existe algum b € R
tal que x < b para todo x € X. Ou seja, o nimero b é maior que qualquer
elemento do conjunto X. O elemento b recebe um nome especial, ele é chamado
de cota superior do conjunto X, nao é obrigatério que b pertenca a X. Usando
o mesmo raciocinio dizemos que o conjunto X ¢ limitado inferiormente quando
existe um nimero a € R tal que a < x para todo x € X. Ou seja, o nimero a
¢ menor que todos os elemento do conjunto X. O elemento a recebe um nome
especial, ele é chamado de cota inferior do conjunto X, nao é obrigatério que
a pertenca a X. Se um conjunto tiver estas duas caracteristicas, ou seja, se
X é limitado inferiormente e superiormente, entao X é limitado. Dizer que o
conjunto X ¢ limitado é dizer que X esta contido em um intervalo limitado por

ambos os lados [a, b].

Defina supremo e infimo de um conjunto.

Solugao

Vamos definir supremo de um conjunto X, denota-se por supX. Para que o
nimero b € R seja supremo de X é necessario que para todo x € X , tem-
se X < b, o supremo é a menor das cotas superiores. Nao é necessario que o
supremo pertenga ao conjunto X . Para que um conjunto X C R tenha supremo
¢é necessario que X seja limitado superiormente. Usando o mesmo raciocinio,
vamos definir /nfimo de um conjunto X, denota-se por infX. Para que o niimero
a € R seja infimo de X é necessario que para todo x € X , tem-se a < X, 0
infimo é a maior das cotas inferiores. Nao é necessario que o infimo pertenca
ao conjunto X . Para que um conjunto X C R tenha infimo é necessario que X

seja limitado inferiormente.

Veja os casos abaixo:

i. X ={x € R;2 < x <5}, o numero 2 é infimo do conjunto X e 2 € X. O
nimero 5 é supremo do conjunto X e 5 € X. O numero 5 é o maior
elemento de X por isso é também chamado de mdzrimo. O ntmero 2 é o
menor elemento de X por isso é também chamado de minimo.

ii. Y = {x € R;2 < x <5}, o nimero 2 ¢ infimo do conjunto Ye 2 ¢ Y. O
numero 5 é supremo do conjunto Y e 5 € Y. O conjunto Y nao possui

maior e nem menor elemento, logo nao tem méximo e nem minino.
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()

Justifique o fato de o conjunto R dos numeros reais ser um corpo ordenado

completo.
Solucao
Dizer que R é um corpo ordenado copleto significa que todo conjunto nao-vazio,
limitado superiormente, X C R possui supremo. Esta caracteristica somente o

conjunto R dos nimeros reais possui.
Dadas funcoes f, g : X — R limitadas superiormente, prove que

(a) A soma f+ g : X — R é limitada superiormente, onde (f + g)(x) =
f(x) + g(x).

(b) sup(f+ g) < sup(f) + sup(g).

Solucgao

Demonstracao do item a). A fungao f é limitada superiormente, entao existe

ki € R tal que f(x) < kg, Vx € X. A fun¢ao g é limitada superiormente, entao

existe ko € R tal que g(x) < ko, ¥x € X. Assim, (f + g)(x) = f(x) + g(x) <

ki + ko, Vx € X, ou seja, (f+ g)(x) < k, Vx € X, onde k = ky + ko. Logo

(f 4+ g) é limitada superiormente.

Demonstracao do item b). Primeiramente veja que f < sup(f) e g < sup(g),

somando membro a membro temos (f 4 g) < sup(f) + sup(g). Isto significa

que sup(f) + sup(g) é uma cota superior de (f 4+ g). Por outro lado veja que

(f + g) < sup(f+ g), Como sup(f + g) é a menor das cotas superiores de

(f + g), entao sup(f+ g) < sup(f) +sup(g). B

1.7 Seminario 7 - O conjunto dos nimeros com-

plexos é um corpo nao ordenado

Este seminario foi apresentado em 08 de outubro de 2018 aos académicos do curso

de matematica de Tefé e de Eirunepé. Para estudar mais veja [2] e [4] .

(a) Prove que o conjunto C dos nimeros complexos satisfaz as propriedades de

corpo, logo é um corpo;

Solucao
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As propriedades de corpo sao aquelas que foram abordas no Seminario 4. Ao
invés de a e b use z e w, de modo que z=x+yi e w =c+di com x,y,c,d
nimeros reais.ll

Mostre que C nao é um corpo ordenado;

Solucgao

O corpo C nao é ordenado. Tomando 1 € C, supondo que C fosse ordenado

terfamos
0 € 1
1-0 < 1-1
0=1-0 < i-i=1i*=—-1
Chegamos a um absurdo, pois —1 = —1+0i e 0 = 04 0i. Isto é suficiente para

mostrar a desordem de C. Vejamos um caso curioso: suponha que
3+ < -4+ 4,
assim deveriamos ter,
B+4)+(4—4) € (HA+4)+4d—-4) <
3+4i+4—4 < A+4i+4-4Hs

7 0.

N

Isto é um absurdo!l

1.8 Seminario 8 - Sobre a enumerabilidade

Este seminario foi apresentado em 09 de novembro de 2018 aos académicos do curso

de matematica de Tefé e de Eirunepé. Para estudar mais sobre este assunto veja

[1], [5] e [11].

(a) Seja f: X — Y injetiva. Se Y é enumeravel entdo X também é.

Solucao
Por hipotese f: X — Y é injetiva. Tome ¢ : Y — N bijecao, assim teremos
uma funcao composta @ of : X — C C N . Veja que C C N é enumeravel,

logo X é enumeravel. W
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(b)

Seja f : X — Y sobrejetiva. Se X é enumeravel entao Y também é.

Solucao

Por hipétese f : X — Y é sobrejetiva, ou seja, para caday € Y podems escolher
x € X tal que y = f(x). Tomando uma aplicacdo g : Y — X com x = g(y),
tal que f(g(y)) =y para todo y € Y. Isto mostra que g é injetiva. Como g é

injetiva, pelo item (a) Y é enumerével. B

Prove que o conjunto Q dos ntimeros racionais ¢ enumeravel.

Solucao

J& temos que Z é enumerdavel e Z —{0} também é enumeravel. Logo Z x Z —{0}
é enumeravel, pois ja mostramos no Seminario 3 que o produto cartesianso
de dois conjuntos enumeraveis é enumeravel. Agora, tomemos uma fungao
f:7Z x7Z—{0} — Q, definida por f(m,n) = % ¢ sobrejetiva. Assim, pelo

item (b), Q é enumeravel. W

Prove que o conjunto Z dos inteiros é enumeravel.

Solucao Para que Z seja enumeravel é necessario que exista uma fungao bi-
jetiva dos natirais nos inteiros. Considere a funcao f : N — Z. definida por

n—1
f(n) = ( . )

bijecao, logo Z é enumeravel. W

-n
para n impar e f(n) = — bara n par. Note que f é uma

Prove que o conjunto R dos niimeros reais nao ¢ enumeravel.

Solucao

Precisamos mostrar que nao se tem f: N — R que seja bijecao. para isto seja
f uma funcao e considere uma sequéncia decrescente Iy D I, D ... D I, D ...
de intervalos liitdos e fechados tais que f(n) ¢ I,,. Existe um ndmero ¢ que
petence a todos os intervalos I, ou seja ¢ € [ 1,,, em outras palavras ¢ € I,
para todo n € N. Com isto, nenhum dos valores f(n) pode ser igual a ¢, logo

f nao pode ser sobrejetiva. Portanto, nao ¢ bijecao e, R nao é enumeravel. B



Capitulo 2

Sequéncias e nocoes de topologia na

reta

Estudaremos neste capitulo algumas propriedades e defini¢oes de sequéncias de ntiimeros
reais, alguns teoremas importantes, também algumas propriedades topologicas de sub-
conjuntos da reta. O conjunto dos nimeros reais é o mais frequentemente utilizado, por
isso o mais importante. O texto apresentado aqui é de linguagem bastante acessivel, a
intencao é mostrar os resultados dos seminarios realizados pelo académicos. Para um

aprofundamento do assunto veja [1], [10], [11] e [12].

2.1 Seminario 9 - Sequéncias

Este seminério foi apresentado em 07 dedezembro de 2018 aos académicos do curso de
matematica de Tefé e de Eirunepé. O estudo das sequéncias é de grande importancia no
entendimento da resolucao de problemas relacionados ao comportamento de fungoes, prin-
cipalmente nos limites. Essa utilidade é ampla tanto na reta R como em R™. Trataremos

aqui de alguns resultados apresentados no seminario.

1. Defina sequéncia de nimeros reais.
Solugao
Uma sequéncia de numeos reais ¢ uma funcao x : N — R que associa a cada
numero natural n um ndmero real x(n) que é o n-ésimo termo da sequéncia, isto é
{x1,%2, ...Xn, ...} e denotamos por (Xn)nen OU (X1,Xa, ...Xn, ...) ou simplesmente (X, )

para reprensentar sequéncias de nimeros reais.

18
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2. Defina subsequéncia.
Solugao
No estudo das sequéncias existem as subsequéncias que sao sequéncias dentro de
sequéncias. Se uma sequéncia é denotada por (X, )nen entao uma subsequéncia é

denotada por (xn, )ken-

3. Dé exemplo de sequéncia e subsequéncia.
Solucao
xn = (1,2,3,4,5,6,7,...) é uma sequéncia de nimeros reais. Uma subsequéncia

seria Xon, = (2,4,6,8,...) e também xon_1 = (1,3,5,7,...).

4. Defina limite de uma sequéncia.
Solugao
O numero real a é limite de uma sequéncia x,, se dado arbitrariamente ¢ > 0,
existir um ndmero ng € N tal que para todo n > ng implique em |x,, — a| < &,

simbolicamente escrevemos
limx, =a&Ve>0,Ing e N\n>ny =[x, —al<e

Quando o limx,, = a existe dizemos que a sequéncia x,, converge para a ou que
Xn € uma sequéncia convergente, caso contrario, x,, ¢ uma sequéncia divergente. Se

limx,, = ae (Xn, )ken € uma subsequéncia de x,, entao também se tem lim(x,,, ) = a

5. Sequéncia de Cauchy.
Solucao
Uma sequéncia x,, é chamada sequéncia de Cauchy se dado arbitrariamente ¢ > 0
existe ng € N tal que m,n > ng implique em |x;,, —Xn| < €. Ou seja, para que uma
sequéncia x,, seja de Cauchy é necessario e suficiente que para m, n suficientemente
grandes os termos X, € X, estejam proximos um do outro a uma distancia menor

do que ¢

2.2 Seminario 10 - Teoremas sobre sequéncias

Este seminario foi apresentado em 21 de dezembro de 2018 aos académicos do curso de
matematica de Tefé e de Eirunepé. Neste semindrio provamos apenas trés teoremas sobre

sequéncias, pois assim julgamos conveniente.
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1. Teorema(Unicidade do Limite): Se limx, = a e¢ limx, = b entdo a =b.
Demonstracao. Considere que se tenha limx,, = a e sejab € Rcom a # b .
Os intervalos (a —e,a+¢) e (b — ¢, b + ¢) sao disjuntos para algum ¢ > 0, isto é
(a—¢e,a+e)N(b—¢,b+¢)=0. Como, por hipétese, limx,, = a, pela definicao
de limite, tem-se |x, —al < e, e >0entdox, € (a—e,a+¢e)ex, € (b—e, b+¢).

Logo nao se tem limx, =b. &

2. Teorema(de Bolzano-Weierstrass): Toda sequéncia limitada de niimeros reais possui
uma subsequéncia convergente.
Demonstracao. Seja x,, uma sequéncia limitada, isto é x, < k, k € R. Considere
D C N o conjunto de todos os indices n tais que x,, ¢ um termo destacado, isto
é, Xn = Xp comPp >n. Se D ={n; <ny <ng<..<ng<..}for um conjunto
infinito, entao a subsequéncia (Xn, Jn,ep serd mondtona nao-crescente. No entanto,
se D for finito, seja n; maior que todos os indices n. Entao x,, nao é destacado.
Logo existe ny > n; com Xy, < Xn,. Por sua vez x,,, nao é destacado. Logo existe
N3 > My com Xn, < Xn, < Xng. Assim, X, nao é destacado, logo existe ny > ns
com Xn, < Xn, < Xn; < Xn,. Prosseguindo assim obteremos uma subsequéncia

crescente (Xn, < Xn, < Xny < Xng-.. < Xn,...) convergente.

3. Teorema do Sanduiche: Se limx, = limy, = a e x, < z, < Y, para todo n
suficientemente grande entao limz,, = a.
Demonstracao. Por hipétese, limx, = a, isto é, dado ¢ > 0 , existe n; € N tal
que n > ny implica em |x, — a|] < ¢, ou seja, a — ¢ < X, < a+ €. Analogamente
se limy, = a, entao existe ny € N tal que n > ny implica em |y, — a| < ¢, isto é,

a—¢e<yn < a+e. Tomando nyg = max{n;, ny} para n > ny temos
Aa—e<Xn<zZpnSYyn<ate=a—e<zp<ate=|z,—al<e.

Logo limz,, = a. R

2.3 Seminario 11 - Conjuntos Abertos

Este seminario foi apresentado em 06 de marco de 2019 aos académicos do curso de

matematica de Tefé e de Eirunepé.
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1. O que é topologia?
Solugao. Topologia é uma ramo da matematica onde se estuda nocgoes de limite,

de continuidade e as ideias relacionadas.

2. Defina conjunto aberto.
Solugao. Seja X C R um subconjunto da reta. Um ponto a é interior ao conjunto X
se existe um nimero real € > 0 tal que o intervalo (a—e¢, a+¢) € X. O conjunto de
todos os pontos interiores ao conjunto X é denotado por intX e chamado de interior
de X. Um conjunto X C R é chamado de conjunto aberto se todos os seus pontos
sao interiores.

O conjunto vazio () e a reta R sdo conjuntos abertos.

3. Teorema: Se Ay e Ay sao conjuntos abertos entao a intersegao A;MNA5 é um conjunto
aberto.
Demonstracgao. Seja x € A; N A,y. Por hipétese A; e Ay sao conjuntos abertos e,
pela definicao existem ¢; > 0 e €5 > 0 tais que (x—eq,x+¢€1) C Ay e (x—ea,X+€2) C
A,. Tomando ¢ = min{eq, €5} tem-se (x —e,x+¢) CAje (x—¢g,x+¢) C Ay, isto

implica em (x — ¢, x+¢) C A; N A,. logo A; N Ay é um conjunto aberto.ll

2.4 Seminario 12 - Conjuntos Fechados

Este seminario foi apresentado em 22 de margo de 2019 aos académicos do curso de

matematica de Tefé e de Eirunepé.

1. Defina conjunto fechado.
Solucao. Seja X C R um subconjunto da reta. Um ponto a é aderente a X se
a é limite de alguma sequéncia de pontos (x,,) de X. Topo ponto a é aderente a
X, para isto basta tomar (x,,) = a . Mas pode-se ter casos em que a ¢ aderente
a X sem que a pertenca a X, por exemplo seja X = (0,00), veja que 0 ¢ X, mas
0 =lim %, com X, = % € X. conjunto de todos os pontos aderentes a X é chamado
de o fecho de X e é denotado por X. Um conjunto X é chamado de conjunto fechado
se X = X, isto é, todo ponto aderente a X pertence a X. Para que um ponto a
seja aderente ao conjunto X é necessario e suficiente que dado ¢ > 0, o intervalo

(a—¢,a+¢)NX#0D, ou seja, uma vizinhanca V. de a contém uma infinidade de
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pontos de X.

O conjunto vazio () e a reta R sao conjuntos fechados.

2. Um conjunto F C R é fechado se, e somente se, seu complementar A = R —F é
aberto.
Demonstragao. Suponha F fechado e tome x € F¢, neste caso x ¢ F. Assim, existe
¢ > 0 tal que o intervalo (x — ¢,x + &) N F = (). Portanto, (x —&,x + ¢) C F€, logo
F¢ =R —F ¢é aberto. Reciprocamente, suponha que F¢ = R — F seja aberto e tome
x um ponto aderente a F, ou seja, dado ¢ > 0 intervalo (x — ¢, x+¢)NF = (). Sendo

assim, x nao € interior a F¢, portanto x € F¢ e, necessariamente x € F. Logo F é

fechado.ll

3. Teorema: Se Fy e Fy sao conjuntos fechados entao F; U Fy é um conjunto fechado.
Demonstragao. Por hipétese, F; e Fy sao conjuntos fechados, entao os complemen-
tares F$ = R —F; e FS = R — F, s@o conjuntos abertos. Ora, a intersecao finita de
conjuntos aberto é um conjunto aberto. Assim, F$ NF§ = (F; UF,)€ é um conjunto

aberto. Logo seu complementar (F; U Fy) é um conjunto fechado.l

4. Defina cisao.
Solucao. Uma cisao de um conjunto X C R é uma decomposicao por meio de uniao,
ou seja, escreve-se X = A U B de tal forma que A e B sao disjuntos e ANB =0 e
BN A = 0. Isto significa que nenhum ponto de A é aderente a B e nenhum ponto
de B é aderente a A. Existe uma decomposicao de X que pode ser feita com a uniao
de X com o conjunto vazio, isto é, X = XU @, é o que chamamos de cisdo trivial.

Quando se trata de intervalos da reta, s6 é possivel ocorrer a cisao trivial.

2.5 Seminario 13 - Ponto de acumulacao

Este seminario foi apresentado em 19 de abril de 2019 aos académicos do curso de ma-

tematica de Tefé e de Eirunepé

1. Defina ponto de acumulagao.
Solugao. Seja X C R um subconjunto da reta. Um ponto a é chamado de ponto
de acumulacao do conjunto X se toda vizinhanca V. de a possui uma infinidade de

pontos de X —{a}, ou seja, uma infinidade de pontos de X diferentes do prérpio a.
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Isto é, dado ¢ > 0 tem-se (a —¢,a+¢) N (X —{a}) # 0. O conjunto dos pontos de
acumulacao do conjunto X é chamado de derivado de X e denotado por X’. Assim
ae X' < aeX—{a}. Se anio é ponto de acumulacao de X entao a é chamado de
ponto isolado. Um conjunto cujos pontos sao todos isolados é chamado de conjunto

discreto.

2. Justifique o fato de o conjunto Z ser discreto.
Solugao. O conjunto Z possui apenas pontos isolados. Isto significa que em Z nao
ha ponto com vizinhanca. Em outras palavras, os pontos de Z sao todos distantes

uns dos outros. Z nao possui ponto de acumulagao. Assim, Z é um conjunto discreto.

2.6 Seminario 14 - Teorema de Borel-Lebesgue

Este seminario foi apresentado em 23 de maio de 2019 aos académicos do curso de ma-
tematica de Tefé e de Eirunepé. Neste seminario optamos apenas por provar o teorema
de Borel-Lebesgue.
Cobertura. Seja X C R um subconjunto da reta. Uma cobertura do conjunto X é uma
familia C = (Cy)aer tal que X C (J,¢ Ca, isto é, para todo x € X existe A € L tal que
x € Cx. Uma subcobertura do conjunto X é uma subfamilia C’ = (Cy)aerr , L’ C L tal
que ainda se tem X C [ J Cx. Um conjunto X C R é limitado superiormente se dado k € R
se tem x < k para todo x € X e, analogamente X é limitado inferiorente se k < xmpara
todo x € X. O conjunto X ¢é limitado quando ¢é limitado superior e inferiormente.
Teorema de Borel-Lebesgue . Seja F C um conjunto limitado e fechado. Toda

cobertura F C (J,c; Ax de F por meio de abertos possui uma subcobertura finita
FC A\ UAN ULLA,,.

Demonstrag¢ao . Por hipértese F é imitado e fechado. Portanto, F C [a,b] e, seu

complementar F¢ = R — F é aberto. Dali, pode-se obter uma subcobertura finita
[a,b] =C A, UA,, U...A,, UFS.
Como nenhum ponto de F pertence a F¢, podemos escrever
FCla,b] =C A\, UA,, U..A, UF-.

Como queriamos demonstrar.ll
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2.7 Seminario 15 - Conjunto compacto

Este semindrio foi apresentado em 14 de junho de 2019 aos académicos do curso de

matematica de Tefé.

1. Defina conjunto compacto.

Solucao. Um conjunto X é compacto se satisfaz as seguintes condigoes:

(a) X é limitado e fechado;
(b) Toda cobertura aberta de X possui uma subcobertura finita;
(¢) Todo subconjunto de X possui ponto de acumulac¢ao pertencente a X;

(d) Toda sequéncia (x,,) de X possui uma subsequéncia (xy, ) convergente para um

ponto de X.

Um intervalo fechado [a, b] da reta é um conjunto compacto. A reta R nao é um
conjunto compacto, o conjunto vazio () é compacto. o conjunto Z dos inteiros nao é

compacto.

2. Fale sobre o conjunto de Cantor.
Solugao. O conjunto de Cantor, cujo crédito se deve ao matematico George Cantor,
¢ um conjunto compacto. E um curioso conjunto obtido a partir da reuniao de inter-
valos abertos do intervalo [0, 1] da seguinte maneira: retira-se do interalo [0, 1] seu

fae L (1 2 . 1 2 . .
terco médio, isto é, 33 ) restam entao |0, 3 e 3 1|, sem seguida retira-se des-

9 U 9 U 3 U 9 . 5

intervalos restantes, o conjunto dos intervalos nao retirados é o conjunto de Cantor.
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Funcoes Continuas e Derivadas.

Nestes semindrios tratamos brevemente sobre as fungoes localmente continuas, derivadas
e integral(soma) de Riemann. Mostramos apenas alguns resultados bésicos, pois assim
julgamos conveniente para atingir o objetivo. Usamos literatura bastante popular no meio
académico, alguns dos livros utilizados existe na biblioteca do CEST, outros em acervo

prorpio. Para aprofundar os estudos sobre este tema veja [1], [5], [10], [11] e [12] .

3.1 Seminario 16 - Funcoes Continuas.

Este seminario foi apresentado em 20 de agosto de 2019 aos académicos do curso de
matematica de Tefé. Nesta ocasiao os académicos de Eirunepé Jhonny e Erisonja haviam

concluido o curso de graduagao finalizando assim, a participagao neste projeto.

1. Defina funcao continua.
Solucao. Sejam X C R um conjunto de nimeros reais e f :— R uma funcao real.
Dizemos que a fungao f é continua num ponto a € X se, dado arbitrariamente ¢ > 0
é possivel obter um & > 0, tal que se tenha , x € X [f(x) — f(a)| < & sempre que

0 < |x — a] < 6. Simbolicamente, temos
Ve>0,30>0:xeX,0< |[x—al<d=[f(x)—f(a)| < ¢

Dizemos que funcao f é descontinua no ponto a quando, nessas mesmas condigoes,
e tem |[f(x) — f(a)| > «.
Em geral, uma funcao f : X — R é continua em a € X se f é continua em todo ponto

x € X. Se a € X/, isto é, se a é ponto de acumulacao de X, dizer que f é continua

25
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em a significa que lim,__,, f(x) = f(a) . Por isso, dizemos que continuidade é um
fenomeno local, ou seja, f é continua em a implica em f ser continua em toda a
vizinhanca de a. A fim de que f seja continua num ponto a é necessario e suficiente

que para toda sequéncia (n,) € X com lim,(x,) = a se tenha lim, f(x) = f(a).

p(x)
q(x)

Tosa funcao polimomial p : R — R é contina. Toda funcao racional

continua. A funcao sen(—) nao é continua em x = 0.
X

2. Prove que a conposta de funcoes continuas é uma funcao continua.
Solugao. Sejam f: X — R continua em a e g:Y — R continua em b = f(a) €
f(X) C Y, com gof bem definida. Entdo g o f também é continua no ponto a.

Demonstracao. Por hipétese g é continua no ponto b = f(a). Assim,
Ve>0,30>0;ycY,0<|ly—bl<d=|g(y) —bl<e.
E também f é continua em a. Assim,
Ve>0,4p >0;x e X,0< |x—al < B = [f(x) —f(a)| < e = |f(x) —b| < 6.
Consequentemente, dado arbitrariamente € > 0, tem-se
x € XN(a—=8,a+38) = lg(y)—g(b)l = Ig(f(x)) —g(f(a))| =[gof(x) —gof(a)l <e.
Logo gof é continua em a.l

3. Enuncie e prove o Teorema do Valor Intermediario.
Solugao. Seja f: [a,b] — R continua. Se f(a) < d < f(b) entado existe ¢ € (a,b)
tal que f(c) = d.

Demonstracgao.

Consideremos os conjuntos A = {x € [a,b]; f(x) < d} e B = {x € [a,b]; f(x) > d}
com ANB =ANB =ANB. Como A e B sio fechados e, além disso, AUB = [a, b],
temos duas alternativas. Se A N B # () existe ¢ € (a,b) e, para todo ¢ tem-se
f(c) =d. Se AN B = () temos uma cisao do intervalo [a, b] que é uma contradicao,

pois intervalos da reta s6 admitem a cisao trivial. Logo, necessariamente é ANB # ()

e f(c) =11

4. Enuncie e prove o Teorema de Weierstrass.

Solucao. Seja f: X — R com f continua e X compacto.Entao f atinge seu valor
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de méximo e seu valor de minimo, isto é, existem xg,x; € X tais que f(xg) < f(x) <
f(x1) para todo x € X.

Demonstacao. Como X é compacto e f é continua, o conjunto imagem f(X) é
compacto, assim existem pontos yo € f(X) com yo = inf f(X) e y; € f(X) com
y1 = sup f(X) . Pela continuidade de f existem xq,x; € X com yg = f(x¢) = inf f(X)
e y; = f(xq) = inf f(X), logo

f(xo) < fx) < f(x1)

paratodox € X .

3.2 Seminario 17 - Funcao derivavel.

Este semindrio foi apresentado em 20 de setembro de 2019 aos académicos do curso de

matematica de Tefé.

1. Defina funcao derivavel.
Solugao. Seja X C R um conjunto de ntimeros reais, f : X — R uma fungao real
e a € XNX um ponto de acumulacao de X pertencente a X. Diremos que a funcao
f é derivavel no ponto a se o limite

f'(a) = lim M

X—ra X—a

existir. Caso o limite exista, f'(a) é chamada a derivada de f no ponto a. A reta
que passa pelo ponto (a,f(a)) € R? é chamada de reta tangente ao grafico de f no
ponto (a,f(a)) e tem inclinacao f'(a). Veja que fazendo h = x — a no limite acima,

temos x = a + h e, escrevemos

f(a) = lim f(a+h) —f(a)

x—a h

que também expressa a derivada de f no ponto a.

2. Prove o teorema: Se f: X — R é derivavel no ponto a entao f é continua em a.

Demonstacao. Por hipotese, f é derivavel em a, entao vale

f'(a) = lim flx) —fla),

x—a X—da
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Portanto, vale também o limite
f(x)—f
lim (f(x) —f(a)) = lim M.(x— a)
x—a x—a X —a
f(x)—f
= lim M. lim (x —a)
x—a X—a x—a
= 0. (3.1)

Isto significa que limy__, 4 f(x) = f(a). Logo f é continua.

3. Prove o teorema (Regras de derivag¢io). Sejam X C R um conjunto de niimeros

reais, f,g: X — R e a € XNX’'. Se f e g sado derivdaveis em a entao (f + g), (f.g)

f L L
e — também sao derivaveis e valem

g

i) (f+9g)'(a) =f'(a) +g'(a) e (f—g)'(a) = f'(a) — g'(a);

Demonstacao.

Em 1) temos

(f+9)(a)

Analogamente, temos

(f—9)'(a)

Em i) temos

(f+g)(a+h)—(f+g)(a)

lim

h—0 h.

lim fla+h)+gla+h)—f(a)—g(a)
h—0 h

lim fl(a+h) —f(a) + lim gla+h)—g(a)
h—0 h h—s0 h

f'(a) +g'(a)

(f—g)la+h)—(f—g)(a)

hlirgo h

lim fla+h)—gla+h)—f(a)+ g(a)
h—s0 h

lim fla+h)—fla) lim gla+h)—g(a)
h—0 h h——0

f'(a) — g'(a).
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(f.g)(a+h)—(f.g)(a)

(f-9)(a) = hllIEO -
:}g%fM+hJMa:p—wmygm
— lim fl(a+h).gla+h)—f(a+h).g(a)+fla+h).g(a) —f(a).g(a)
h—0 h
- mn(“a+hﬂﬁa+m—gwﬂ+gmnﬂa+m—wmn>
h—0 h
_ fla+h). m SOFM 9@ gy, flath = fla)

h—s0 h h—0 h

= f(a).g'(a) +f'(a).g(a).

Em {ii) temos

1A% . 1 f f
(5) @ =t |(g) eom-(g) )
: 1{ﬂa+h) ﬂM}
= lim — _
n—oh [gla+h) g¢g(a)
= Mnl.rm+hyma—4m%gm+hq
 h—>0h 9(a+h)g(a)
= mnl.rm+hV9M—ﬂﬂ-mw+ﬂw-mw—ﬂ@-ma+m1
h—0 h gla+h)-g(a)
[

~ lim l{ f(a+h)—f(a)]'9(0)—1“(0)-[9(a+h)—9(a)]}‘

h—0h 9(a+h) . g(a)
gla) - lim f(a+h]i—f(a) —f(a)- lim gla+h)—g(a)
B g(a) - g(a)

Como queriamos demonstrar.

4. Prove o teorema (Regra da Cadeia).
Demonstacao. Sejam XC R, f: X — R, g: Y —Reae XNX' comb="f(a)
e f(X) C Y. Se f’'(a) e g’(b) existem, entdo gof: X — R é derivavel em a e vale
(gof)'(a) =g'(b)-f'(a) =g'(f(a)) - f(a). Demonstacao.
J& temos o seguinte:

f'(a) = nmi@ﬁiigl@

X—a X—a

f(x) —f(a) = f'(a)(x—a)+e&((x) &

f(x) = f(a)+f'(a)(x —a)+ e (x), com lim &) = 0.

x—aX—da
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Assim, escrevemos

_ / . £2f(X) o
9((x)) = glf(@) +g'(Fla)(f(x) — fla)) + ex(f(x)), com  lim oo s =0

g(f(x)) = g(f(a)) +g'(f(a)) [f'(a)(x — a) + &1 (x)] + &2(f(x))

g(f(x)) = g(f(a)) +g'(f(a)) - f'(a)(x — a) + g'(f(a)) - e1(x) + e2(f(x)).

Ponhamos ¢(x) = g’(f(a)) - €1(x) + €2(f(x)) e escrevemos

0(1(x) = glf(a)) + g'(f(a) - '(@)(x — a) + <(x), com lim L~
De fato,
o 0 ga)eld) L ealf(x)
x—a X —a o X—a X—a x—a X —Qa
_ _ea(f(x)) - [f(x) — f(a)]
= 0 T — I (= a)
o _elfx) )~ fla)
x—af(x) —fla) x—a (x—a)
= 0.
Logo, g(f(x)) = g(f(a)) + g'(f(a)) - f'(a)(x — a), ou seja,
g/(f(a)) . f/(a) — lim g(f(X)) - g(f(a)) — (g Of)/((l),

X—ra X—a

finalmente,
(gof)(a) =g'(f(a)) - f'(a).

Como queriamos demonstrar.

3.3 Seminario 18 - Trés teoremas sobre derivadas.

Este seminario foi apresentado em 17 de outubro de 2019 aos académicos do curso de

matemaéatica de Tefé.

1. Prove o teorema (Derivada da Fun¢ao Inversa).
Solugao. Sejam X,Y C R e f: X — Y uma funcao que possui inversa g = f~! :

Y — X Se f’(a) existe e g é continua em b = f(a), entdo g é derivavel em b se, e
1

~fla)
Demonstacao. Por hipétese g é continua em b. Assim, dado y € Y temos

somente se f'(a) # 0. No caso afirmativo tem-se g’(b)

limy_p g(y) = g(b).
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Note que g(y) # a, g(b) = qa, f(g(y)) =y, f'(a) = limx_%% e ainda
L: lim i.
f'la)  x—af(x)—f(a)
Logo,
g'(b) = lim gly)—g(b) _ . =~ gly)—a

y—b  (y—b)  y—vflgly)) —fla)
2. Prove o (Teorema de Rolle).
Solugao.Seja f : [a,b] — R contina com f(b) = f(a). Se f é derivavel em (a,b)
entao existe ¢ € (a,b) tal que f'(¢c) =0
Demonstacgao. Se f é constante, pela definicao, tem-se f'(c) = 0 para todo ¢ €
(a,b). Se f nao é constante, pelo teorema de Weiestrass, f atinge seu maximo M e
seu minimo m, pois [a, b] é compacto. Se M =b e m = a, f constante e f'(c) = 0.

Se forem diferentes e f atinge um desses valores, digamos c, entao f'(c) =0. B

3. Prove o (Teorema do Valor Médio (de Lagrange)).

Solugao. Seja f : [a,b] — R contina. Se f é derivavel em (a,b) entao existe

¢ € (a,b) tal que f'(c) = %.
Demonstacao. Considere a fungdo auxiliar g(x) = f(x) —j - x e ponhamos
f(b) —f(a)
= —— . Note que
b—a
g(b) = f(b)—j-b
iy fO) = Tla)
b—a

~ b-f(b)—a-f(b)—b-f(b)+b-fla)
N b—a
~ b-f(a) —a-f(b)
N b—a '

e também

gla) = fla)—j-a
= f(a) — w .a
b—a

~ b-fla)—a-f(b) —a-f(b) +a-fla)
N b—a
~ b-f(a) —a-f(b)
N b—a '

Isto é, g(a) = g(b). Portanto, g satisfaz o teorema de Rolle e, vale g’(c) = 0.

Assim,
f(b) —f(a)

g'lc) =f(c)—j=0=1f'(c) = .
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Como queriamos demonstrar.

3.4 Seminario 19 - Teorema Fundamental do Calculo.

Este seminario foi apresentado em 07 de novembro de 2019 aos académicos do curso de
matematica de Tefé. O Teorema Fundamentla do Célculo estabelece uma relacao entre
a derivada e a integral de uma funcao f. Destaca-se como um ds mais bels teorema do
calculo diferencial integral.

(Teorema Fundamental do Cdlculo ). Seja f : I — R continua no intervalo I. As

seguinteds afirmacgoes sobre a fungao F: I — R sao equivalentes

i) F é uma integral indefinida de f, isto é, dado a € I tem-se J f(t)dt = F(x) — F(a).
ii) F é uma primitiva de f, ou seja, F'(x) = f(x).

Demonstracao. De fato, i) = ii), suponha que J f(t)dt = F(x) — F(a). Sejam xq,xq +

h € I, temos

xo+h

1) F(xo+h) — F(xo) :J f(t)dt.

X0

xo+h
2) h- f(Xo) J f(XU)dt

X0
Subtraindo membro a membro, obtemos

xo+h
f(t)dt —J f(xo)dt,

X0

xo+h

Hm+hw$wm—hwwmzj

X0
isto implica em

—f(xo) =

n n (f(t) —f(xo))dt.

F(xo +h) — F(xp) 1 Jxﬁh

X0

Pela continuidade de f, dado arbitrariamente € > 0, xg, h € I, existe & > 0 tal que
0<t—x0l <0d=I|f(t)—f(x0)] <O

Assim, dados xg,xo +h € I com 0 < |[h| < & implicam em

F(xo +h) — F(xo)
h

< %ﬁfﬂmﬂ—ﬂmma

lh|- e

— f(xo)

1
< —-
h
E.
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Logo, F'(x0) = f(xo).

Também 1i) = 1), reciprocamente suponha F’(xg) = f(xq) uma primitica de f(x).
X
Considere a funcao G(x) = J f(t)dt. F e G sdo ambas primitivas de f diferindo apenas
a
por uma constante, isto é,

Como queriamos demonstrar.



Capitulo 4
Espacos

Nesta secao trataremos de alguns espacos bem conhecidos no meio académico. Alguns
deles nao sao tratados nos conteidos e nas bibliografias do curso de graduacgao, no entanto
é interessante que os académicos tenham conhecimento da existéncia deles. O texto
abordado é bastante acessivel e a linguagem altamente compreensivel. Os pré requisitos

para estudar estes espacos sao apenas os conhecimentos de espacos vetoriais.

4.1 Seminario 20 - Espacos Vetoriais

Este seminario foi apresentado em 14 de novembro de 2019 aos académicos do curso
de matemética de Tefé. Nos limitamos a falar brevemente da definicao e de algumas
propriedades peculiares dos espacos vetoriais. Nao comentamos de base, dimensao e nem
de mudanca de base, deixamos estes subtemas para outra ocasiao. Sabems que Algebra
Linear é um curso que pode durar mais de um semestre. Para estudar mais sobre o

assunto veja [3] e [14] .

1. Defina espago vetorial.
Solugao. Um espaco vetorial E sobre um corpo K, que pode ser R ou C, é um con-
junto cujos elementos sao chamados de vetores e representados por letras mintusculas
do alfabeto latino em negrito ou com uma seta sobrescrita. Por exemplo, vouv. Um
conjunto E é um espgao veorial no qual esto definidas as operacoes de soma e mul-

tipicaco por escalar

i) U,VEE, temseutvekE

34
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ii) t € Eeack, tem-se ati € E

Para quaisquer U, Vv, W € E e «, 3 € K estas operacoes devem satisfazer os seguintes
axiomas:
(a) Comutatividade : U4V =V + 1.
(b) Associativa: 1+ (V +
(c) Inverso aditivo: @+ (—i) = (—u) + .
(d) Vetor nulo: &+ 0=0+4+1 =1
(e) Multiplicagao por 1: 1-u=u-1=1.

— —

(f) Distributividade: (¢4 B)U + av.

atl 4+ AU e também o (U + V) = «
2. Dé exemplos de espacos vetoriais. Solucao.

1) O espago euclidiano n-dimensional denotado por R™ munido das operagoes

de adicao e multiplicagao por escalar é um espacgo vetorial.

2) O espago M, xm (R) das matrizes reais com n linhas e m colunas munido

das operacoes de soma e multiplicacao por escalar é um espaco vetorial.

3) O espaco F(X: R) das fungoes f, g : X — R reais de varidvel real, munido

das operacoes de soma e multiplicacao por escalar é um espcao vetorial.

4.2 Seminario 21 - Espacos Métricos

Este semindrio foi apresentado em 11 de dezembro de 2019 aos académicos do curso
de matemaética de Tefé. A maneira mais natural de verificar qual de dois pontos x e
Yy pertencentes a um conunto X, estd mais proximo de um ponto a € X é medir as
distancias de x e y ao ponto a. Para realizarmos esse procedimento precisamos ter a
nocao de distancia. Os conjuntos onde faz sentido falar na distanca entre dois pontos
sao denominados espagos métricos. Os espagos topolégicos (tratados no semindrio 23)
sao espagos métricos. A maioria dos espagos topoldgicos encontrados na matematica vem
munido de uma métrica. Falaremos agora um pouco sobre espacos métricos. Para estudar

mais sobre o assunto veja [10] e [13].
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1. Defina métrica. Uma métrica num conjunto M é uma funcao que chamaremos de
d: M x M — R que associa a cada par de pontos x,y € M um ntumero real

d(x,y), chamado de a distincia doponto x ao ponto y, de tal modo que :
(a) d(x,x) =0, d(x,y) > 0sex #y;

(b) d(x,y) = d(y,x);

(c) dlx,z) < d(x,y) +d(y,z).

2. Defina espaco métrico.

Espaco métrico é um par (M, d) formado por um conjunto M e uma métrica d em

M.

3. Dé exemplo de espaco métrico.

O exemplo mais importante de um espago métrico é, sem duvida, o conjunto R dos
umeros reais munido da métrica d(x,y) = |[x —y| que é igual ao valor absoluto da
diferenca x —y. Outro exemplo de espago métrico é o Plano Cartesiano denotado
por R?, isto é, o conjunto de todos os pares ordenados x = (x1,%2) Yy = (y1,y2) de

numeros reais, neste caso a métrica ¢ definida por

d(x,y) = \/(Xl —Y1)? + (x2 —yY2)2.

Em R™ seria

dxy) = V(1 —y1)2 + oo+ (xn —yYn)? =

4.3 Seminario 22 - Espacos Normados

Este seminario foi apresentado em 18 de dezembro de 2019 aos académicos do curso de
matematica de Tefé.

Nos espagos vetoriais somamos seus elementos e multiplicamos por escalares, em
espacos métricos sabemos calcular a distancia entre dois de seus elementos. O espaco
normado é o ambiente emque todas essas operacoes podem ser feitas. No espago normado
sempre teremos uma norma a ser usada. Para estudar mais sobre o assunto veja [3], [15]

e [17].
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1. Defina médulo ou valor absoluto.
Solucao

Dado um corpo K a funcao médulo ou valor absoluto
aeK+——la eR
satisfaz as seguints condigoes:

(a) la| > 0 paratod aela] =0< a=0.
(b) la.b| = |a|.|b| para todo a e b.
(¢) la+b| < |a|+ [b].
O numero |a —b| é entendido cmo sendo a distancoa entre a e b. O valor abosoluto
ou modulo é sempre interpretado como um nutmero positivo.
2. Defina norma e dé um exemplo.
Solugao

Qualque funcao que reproduza as condicoes estabelecidas na definicao de médulo ou
valor absoluto serve para introduzir a nogao de distancia. Norma é uma distancia.
Em um espacgo vetorial é comum chamarmos seus elementos de v, ja que sao vetores,
nesta notagao vamos denotar o vetor por x e ou y. Seja E um espaco vetorial, uma
funcao

I-I—R

¢ uma norma se as seguites propriedades forem satisfeitas:

nl . [|x|| > 0.
n2 . |lax|| =|a| - |[x|]| para todo escalar a e todo vetor x € E.

n3 . [[x +yll < x|+ [lyll para quaisque x,y € E.

Norma ¢é uma ferramenta de referéncia que se usa para medir a distancia entre
elementos de um espaco. Por exemplo, na reta R a referéncia que se usa para saber
a distancia entre dois pontos é o médulo, |- |. Portanto, o médulo é a norma em R.
Como exemplos de normas vamos citar as classicas, ou seja, as que sao usadas nos

espacos R™, n € N. Sao elas:
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Norma da soma. [[(x1,..., X )|l = [x1| + ... + [Xnl.

[N

Norma Euclidia. [|(x1, ..., xn)ll2 = (Ix1]> + ... + [xn ) 2.

Norma do maximo. ||(x1, ..., Xn)llee = max{|x1l, ..., [Xn|}.

3. Defina espaco normado e dé um exemplo.
Solugao

Um espaco vetorial munido de uma norma é chamado de um espago vetotial nor-
mado. Em um espaco normado as operagoes algébricas sao funcoes continuas, isso
as torna compativeis com as estruturas topolégicas. Por exemplo, uma se sequéncia
(xn)$°_; em um espago normado E converge para um vetor x € E se lim||x, —x|| =0
e dizemos que x é o limite da sequéncia, x,, —> X, X converge para x. O espaco

vetorial R™ é um espacgo vetorial normado.

4.4 Seminario 23 - -Espacos Topolégicos e Hausforff

Este semindrio foi apresentado em 21 de fevereiro de 2020 aos académicos do curso de

matematica de Tefé. Para estudarmais sobre o assunto veja [3] [10] e [13].

1. Defina topologia em um conjunto.
Solugao

Uma topologia num conjunto X é uma colecao de subconjuntos de X, denotamos

por T. Esses subconjuntos sao abertos e satisfazem as seguintes condicoes:

1 . X eosubconjunto vazio () sao abertos. Isto é, X e o conjunto vazio () pertencem

aT.

2 . A reuniao de uma familia qualquer de subconjuntos abertos é um subconjunto

aberto. Ou seja, qualquer uniao de lementos de T é um elemento de T.

3 . A intersecao de uma familia finita de subconjuntos abertos é um subconjunto

aberto. Ou seja, Qualquer intersecao finita de elementos de T pertence a T

2. Defina espaco topolégico.

Solucao



Capitulo 4. Espacos 39

Espaco topolégico é o par (X,T) onde X é o conjunto e T é a topologia em X.
Normalmente s6 se escreve espago topoldgico X, nao ha necessidade de escrever T,

salvo em casos de risco de ambiguidade.

3. Propriedades de um espaco topolégico.
Solucao

Em um espaco topoldgico X valem as seguintes propriedades;

(a) Qualquer intersegao de conjuntos fechados é um conjunto fechado;
(b) Qualquer uniao finita de conjuntos fechados é um conjunto fechado;

(¢) X e T sao conjuntos fechados.

Um espaco toplogico X é dito metrizdvel se existe uma métrica em X que induz a
sua topologia, ou seja, as regras da topologia se verificarao de acordo com a métrica.
Os espacos topoldgicos mais interessantes satisfazem ainda a condicao de que pontos
distintos podem ser separados por abertos disjuntos. Um exemplo é o espago de
Hausdorff, também chamado de espago separado. Um espaco topolégico X chama-
se espao de Hausdorff quando, dados doispontos arbitrarios x # y em X, existem

abertos A,B C Xtaisquex e AyeBeANB=10

4.5 Seminario 24 - Espacos de Banach e Hilbert

Este seminario foi apresentado em 03 de margo de 2020 aos académicos do curso de ma-
tematica de Tefé. Fizemos pouca coisa sobre este tema, dado o fato da pouca familiaridade
com os resultados, visto que os académicos estavam ainda cursando no maximo o sexto
semestre do curso. No entanto, o que fizemos ficou bem entendido e despertou o interesse

dos academicos envolvidos. Pra estudar mais sobre o assunto veja [3]

1. Defina subespaco completo.
Solucao

Um espago E é dito completo se todas as sequéncias de Cauchy em E convergem

[e¢]

para pontos que pertencem a E. Ou seja, se (x,,)%_; é uma sequéncia de Cauchy

em E tal que limx,, = x entdo, necessariamente x € E. No caso em que x ¢ E, isto
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é, se o limite da sequéncia estiver fora do conjunto E, o espcao E nao é completo.
Um exemplo de um espago completo é a reta R com a métrica do valor absoluto.
2. Defina espaco de Banach.
Solugao
J& vimos um pouco sobre espagos métricos e norma, tambhém sobre espaco normado.
Com estas preliminares dizemos que um espaco normado E é chamado de espaco de
Banach quando for um espago métrico completo com a métrica valendo a partir das
regras da norma, isto ¢é, a métrica é induzida pela norma.
3. Dé exemplo de espago de Banach.
Solugao

Os conjuntos C e R sao espagos de Banach.

4. Defina produto interno.

Solucgao Considere um espaco vetorial sobre um corpo K que pode ser R ou C, ist
significa que os elementos envolvidos podem ser tanto niimeros reais como ntimeros
complexos, as propriedades anunciadas adiante ja estao adaptadas para esse fim.

Um produto interno é uma funcao, também chamada de aplicacao

() ExE—K, (x,y) — (x,y)

Esta notagao significa que é tomando um par de vetores (x,y) em E o seu corres-
pondente é o nimero (x,y).

Para quaisquer x,x1,%2,y € E e A € K valem as seguintes propriedades:

(pl) (1 +x2) = (x1,Y) + (x2,Y) -
(p2) (Ax,y) =A(x,y).
(p3) (x,y) = (y,x).

(p4) Para todo x # 0, (x,x) é um nimero real positivo .

O par (E, (-,-)) é chamado de espago com produto interno.

5. Defina espaco de Hilbert.

Solucao
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Ja sabemos o que é um espago completo e, também ja sabemos o que é um produto
interno e uma norma. Munido dessas informacoes dizemos que um espaco de Hilbert
sao espagos com produto interno que sao completos na norma que provém de um pro-
duto interno. Os espacos de Hilbert sao também espacos de Banach. O espcao das
sequéncias que denotamos por €y = {(xn)le; x; € K, para todo j € N, e Z;X;l Ix;* < oo}

é um espaco de Hilbert.
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