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"A ignorância completamente consciente é o prelúdio de 

todo avanço real na ciência". (James C. Maxwell) 



RESUMO 

 

 Este trabalho tem como objetivo realizar a modelagem de um arranjo fotovoltaico, 

aplicando o FETD, permitindo uma simulação computacional realística para determinar a 

distribuição dos campos eletromagnéticos e de tensões nas células fotovoltaicas e arranjos. É 

apresentado um algoritmo numérico eficiente e robusto para a análise de células fotovoltaicas, 

baseado em elementos finitos. Constatou-se que através dos experimentos realizados, o 

algoritmo proposto permite solucionar as equações de onda eletromagnética escalar, sendo 

capaz de efetuar simulações com pulsos ultracurtos e altas frequências, utilizando o método 

de Newmark-𝛽 o algoritmo é incondicionalmente estável. Os principais objetivos foram 

alcançados no desenvolvimento desta pesquisa, dentre eles, a modelagem de um arranjo 

fotovoltaico, permitindo determinar a distribuição dos campos eletromagnéticos. Os 

resultados numéricos obtidos foram satisfatórios, mostrando concordância com os resultados 

obtidos analiticamente.  

 

Palavras-chave: Método dos elementos finitos; Modelagem de arranjos fotovoltaicos; 

Geração fotovoltaica.   
  



ABSTRACT 

 

The objective of this work is to perform the modeling of a photovoltaic arrangement, 

applying the FETD, allowing a realistic computational simulation to determine the 

distribution of the electromagnetic fields and of the voltages in the photovoltaic cells and 

arrangements. We present an efficient and robust numerical algorithm for the analysis of 

photovoltaic cells, based on finite elements. It was verified that through the experiments, the 

proposed algorithm solves the scalar electromagnetic wave equations, being able to perform 

simulations with ultrashort pulses and high frequencies, using the Newmark-𝛽 method the 

algorithm is unconditionally stable. The main objectives were achieved in the development of 

this research, among them, the modeling of a photovoltaic arrangement, allowing to determine 

the distribution of the electromagnetic fields. The numerical results were satisfactory, 

showing agreement with the results obtained analytically. 

 

Key words: Finite element method; Modeling of photovoltaic arrangements; PV Generation. 
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INTRODUÇÃO 

 

A geração distribuída (GD) vem crescendo ano a ano, constituindo-se em uma 

alternativa de fornecimento de energia elétrica, cuja fonte está próxima do consumidor final 

(ACKERMANN et al, 2001). Em geral, essa modalidade de geração, tem como base fontes 

energéticas renováveis, o que contempla um amplo consenso mundial no sentido de se utilizar 

fontes de energia de baixa emissão de carbono, promovendo a mitigação nos impactos 

ambientais (BOYLE, 2012). Dentre as fontes de energia renováveis utilizadas na GD, destaca-

se o gerador fotovoltaico (GFV), o qual pode ser utilizado para prover geração elétrica para 

regiões isoladas ou para conexão à rede elétrica pública nos centros urbanos. 

Um GFV pode ser formado por 01 (um) ou diversos módulos solares (ou painel 

solar), formando um arranjo fotovoltaico, conforme a necessidade de produção de tensão e 

corrente para o consumidor (ZILLES et al, 2012). Por outro lado, células fotovoltaicas são 

componentes fundamentais na formação do módulo solar. Neste contexto, é introduzida uma 

pesquisa para analisar as tensões produzidas e a distribuição de campos eletromagnéticos 

gerados nas células fotovoltaicas e no arranjo final de um gerador fotovoltaico aplicando o 

método dos elementos finitos no domínio do tempo (FETD). 

Esse campo de pesquisa, aplicado na modelagem de estruturas eletromagnéticas, a 

exemplo de células fotovoltaicas com as distribuições de tensão e campos envolvidos. É 

recorrente na literatura técnica a utilização do FETD em outras áreas da engenharia, como a 

mecânica e civil. 

A modelagem da célula fotovoltaica e do módulo é realizada na etapa de pré-

dimensionamento da potência do GFV, utilizando o método dos elementos finitos. Arranjos 

de geradores fotovoltaicos são capazes de produzir tensões de até 1000V, em que é quase 

impossível calcular as influências de campos eletromagnéticos com soluções analíticas nas 

células fotovoltaicas desses arranjos. A utilização de modelos numéricos e computacionais 

utilizando o FETD torna possível o cálculo da distribuição dos campos eletromagnéticos e das 

tensões nas células fotovoltaicas e seus arranjos. 

Neste trabalho é introduzido a modelagem de Células Fotovoltaicas, na qual tenta-se 

aproximar fenômenos de natureza contínua através de um modelo discreto utilizando recursos 

computacionais de tal forma que simulações de alta complexidade são realizadas com a 

modelagem da estrutura em algoritmo numérico, gerando um ambiente virtual próximo ao da 

realidade, com o objetivo de caracterizar e quantificar em diversas situações as tensões e 

campos eletromagnéticos, avaliando de que forma a onda eletromagnética imposta no meio 
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pode gerar tensões e correntes em relação ao conjunto de células fotovoltaicas com diferentes 

parâmetros construtivos. De forma particular, deve-se analisar as características das tensões 

fotogeradas em função das ondas eletromagnéticas irradiadas na célula fotovoltaica, 

utilizando o FETD, devendo-se incluir condições absorventes nas fronteiras do domínio. 

Desta forma, a análise no domínio do tempo pode demonstrar de forma eficiente a absorção 

dos diversos comprimentos de onda. 

Em razão de uma geometria eletromagnética complexa e diversas variáveis, a exemplo 

da temperatura ambiente e da radiação solar, as distribuições de campos eletromagnéticos e de 

tensões em arranjos de células fotovoltaicas não podem ser determinadas facilmente através 

de soluções analíticas. A solução analítica somente é possível em problemas eletromagnéticos 

com geometrias simples e poucas variáveis envolvidas. Atualmente, poucas pesquisas 

relacionadas ao tema foram realizadas e, particularmente, a aplicação do FETD para a 

modelagem e determinação da solução numérica do problema em questão é pouco explorada 

na literatura técnica especializada. 

Métodos numéricos são amplamente utilizados para solução de equações diferenciais 

parciais ou equações integrais, a exemplo de problemas de eletromagnetismo que envolvem 

estas equações. As equações diferenciais parciais são resolvidas em particular com o método 

dos elementos finitos, que é amplamente explorado neste trabalho para a solução do 

problema.  

A simulação numérica adquire grande relevância no projeto de GFV, ampliando a 

possibilidade de conhecer-se a priori o seu comportamento dinâmico. Há a necessidade da 

modelagem de células fotovoltaicas para simular com precisão a produção energética do 

gerador fotovoltaico em ambientes virtuais. Em particular, a modelagem da célula 

fotovoltaica através de elementos finitos possibilita a obtenção de gráficos para análise dos 

parâmetros elétricos no domínio do tempo.  

O objetivo deste trabalho é realizar a modelagem de um arranjo fotovoltaico, 

aplicando o FETD e, assim, permitindo uma simulação computacional realística para 

determinar a distribuição dos campos eletromagnéticos e de tensões nas células fotovoltaicas 

em arranjos. 

Este trabalho está dividido em capítulos, conforme a seguir. O capítulo 1 é dedicado 

ao Referencial Teórico, no qual são apresentados os principais conceitos e equações dos 

fenômenos eletromagnéticos e do método dos elementos finitos em duas dimensões, 

demonstrando como é realizada a interpolação de funções de base e discretização do domínio, 

bem como da demonstração da aplicação deste método nos fenômenos eletromagnéticos e a 



 15 

solução das limitações computacionais através de condições de contorno absorventes 

utilizando camadas perfeitamente casadas (PML), e demonstra-se fenômenos dos materiais 

semicondutores e das células fotovoltaicas. No capítulo 2 é apresentada a formulação do 

algoritmo desenvolvido para a aplicação do FETD em uma propagação de onda 

eletromagnética. Os códigos computacionais foram validados com aplicação na análise do 

comportamento de materiais semicondutores. Os Resultados e Discussões dos experimentos 

numéricos são apresentados no capítulo 3. Por fim são apresentadas as conclusões deste 

trabalho e são apontadas sugestões para trabalhos futuros. 
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1 REFERENCIAL TEÓRICO 

 

 Neste capítulo são introduzidos conceitos e fundamentos importantes para o 

desenvolvimento deste trabalho.  Com enfoque em conceitos de eletromagnetismo avançado, 

método dos elementos finitos e aplicações no eletromagnetismo, materiais semicondutores e 

células fotovoltaicas: princípios de funcionamento e características construtivas. 

 

1.1 FUNDAMENTOS DO ELETROMAGNETISMO 

 

As relações e variações de campos elétricos e magnéticos, cargas e correntes 

associadas com ondas eletromagnéticas são governadas por leis físicas, conhecidas por 

equações de Maxwell (BALANIS, 1989). Estas são utilizadas para descrever e relacionar os 

campos vetoriais, densidades de corrente e densidades de carga em qualquer ponto do espaço 

a qualquer tempo.  

Em 1864, James C. Maxwell introduziu o seu trabalho “A dynamic theory of the 

electromagnetic field”, e revelou as equações que governam todos os fenômenos em 

eletricidade e magnetismo. Na forma diferencial, as equações de Maxwell podem ser descritas 

como (MAXWELL, 1864; BALANIS, 1989), 

                                                   ∇ × 𝐸 =  −Μ𝑖 −
𝜕𝐵

𝜕𝑡
= −Μ𝑖 − Μ𝑑 = −Μ𝑡                                    (1) 

                                                       ∇ × 𝐻 = 𝐽𝑖 + 𝐽𝑐 +
𝜕𝐷

𝜕𝑡
= 𝐽𝑖𝑐 + 𝐽𝑑 = 𝐽𝑡                                          (2) 

                                                                               ∇ ∙ D = qev                                                                 (3) 

                                                                               ∇ ∙ 𝐵 = 𝑞𝑚𝑣                                                                (4) 

onde todas essas quantidades de campo 𝐸,𝐻, 𝐷, 𝐵, 𝐽,Μ, e 𝑞𝑣 são variantes no tempo e cada 

um é função do espaço e do tempo, isto é, 𝑓 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑡). 

 Materiais contém partículas carregadas, na qual quando estes materiais estão sujeitos a 

campos eletromagnéticos, suas partículas carregadas interagem com o campo 

eletromagnético, produzindo correntes e modificando as ondas eletromagnéticas propagadas 

nestes meios comparadas ao espaço livre (BALANIS, 1989). 

 Um dos parâmetros construtivos relaciona no domínio do tempo a densidade de fluxo 

elétrico 𝐷 e a intensidade de campo elétrico 𝐸, dado pela expressão (BALANIS,1989; 

KRAUS, 1984), 

                                                                                𝐷 = 𝜀̂ ∗ E                                                                   (5) 
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onde 𝜀̂ é a permissividade elétrica do meio variante no tempo dado em 𝑓𝑎𝑟𝑎𝑑𝑠/𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜. Para 

o espaço livre, tem-se 𝜀̂ = 𝜀0 = 8,854 × 10−12 = 10−9/ 36𝜋 (𝑓𝑎𝑟𝑎𝑑𝑠/𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜), e a equação 

(5) é reduzida para um produto. 

Outra relação igualmente importante relaciona a densidade de fluxo magnético no 

domínio do tempo 𝐵  e a intensidade de campo magnético 𝐻, dado por 

                                                                               𝐵 = 𝜇̂ ∗ 𝐻                                                                   (6) 

onde 𝜇̂ é a permeabilidade magnética do meio variante no tempo dado em ℎ𝑒𝑛𝑟𝑖𝑒𝑠/𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜. 

Para o espaço livre, tem-se 𝜇̂ = 𝜇0 = 4𝜋 × 10−7 (ℎ𝑒𝑛𝑟𝑖𝑒𝑠/𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜), e a equação (6) é 

reduzida para um produto. 

 Por fim, tem-se a relação da densidade de corrente de condução 𝐽𝑐 no domínio do 

tempo com a intensidade de campo elétrico 𝐸, dado por 

                                                                                𝐽𝑐 = 𝜎̂ ∗ 𝐸                                                                  (7) 

onde 𝜎̂ é a condutividade do meio variante no tempo dado em 𝑠𝑖𝑒𝑚𝑒𝑛𝑠/𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜. Para o 

espaço livre (sem perdas) a condutividade é igual a zero. Os parâmetros construtivos são 

usados para caracterizar as propriedades elétricas do material, estes materiais são 

caracterizados como dielétricos (isolantes), magnéticos e condutores dependendo se a 

polarização, magnetização ou condução é o fenômeno predominante. Outra classe de 

materiais são os semicondutores, na qual está no intervalo entre dielétricos e condutores, na 

qual em geral nem a corrente de deslocamento nem a de condução são predominantes 

(BALANIS, 1989). 

 As equações de Maxwell (1) e (2) estão representadas na forma diferencial, como 

equações de primeira ordem e estão acopladas entre si, isto é, ambas são quantidades 

desconhecidas de campo vetorial (𝐸 e 𝐻) (MAXWELL, 1864). É desejável desacoplar estas 

equações, ao custo de aumentar a ordem dessas equações, isto é, tornando-as de segunda 

ordem, na qual são bem conhecidas como equações de onda. Portanto os campos elétricos e 

magnéticos para um dado problema limitado podem ser obtidos resolvendo as equações de 

Maxwell ou as equações de onda (BALANIS, 1989). 

 Desta forma as equações de onda vetoriais podem ser obtidas, aplicando o rotacional 

em (1) e (2) conforme demonstrado nas equações abaixo: 

                               ∇ × ∇ × 𝐸 = −∇ × Μ𝑖 − 𝜇∇ ×
𝜕𝐻

𝜕𝑡
= −∇ × Μ𝑖 − 𝜇

𝜕

𝜕𝑡
(∇ × 𝐻)                   (8) 

                 ∇ × ∇ × 𝐻 = ∇ × 𝐽𝑖 + ∇ × 𝐽𝑐 + 𝜀∇ ×
𝜕𝐻

𝜕𝑡
= ∇ × 𝐽𝑖 + 𝜎∇ × 𝐸 + 𝜀

𝜕

𝜕𝑡
(∇ × 𝐸)         (9) 
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 Substituindo-se (2) em (8) e (1) em (9), tem-se 

       ∇ × ∇ × 𝐸 = −∇ × Μ𝑖 − 𝜇
𝜕

𝜕𝑡
(𝐽𝑖 + 𝜎𝐸 + 𝜀

𝜕𝐸

𝜕𝑡
) 

                                           ∇ × ∇ × 𝐸 = −∇ × Μi − 𝜇
𝜕𝐽𝑖
𝜕𝑡

− 𝜇𝜎
𝜕𝐸

𝜕𝑡
− 𝜇𝜀

𝜕2𝐸

𝜕𝑡2
                           (10) 

         ∇ × ∇ × 𝐻 = ∇ × 𝐽𝑖 + 𝜎∇ × 𝐸 + 𝜀
𝜕

𝜕𝑡
(−Μ𝑖 − 𝜇

𝜕𝐻

𝜕𝑡
) 

                                            ∇ × ∇ × 𝐻 = ∇ × 𝐽𝑖 + 𝜎∇ × 𝐸 − 𝜀
𝜕Μ𝑖

𝜕𝑡
− 𝜇𝜀

𝜕2𝐻

𝜕𝑡2
                           (11) 

na qual (10) e (11) representam as equações de onda em que os campos elétrico e magnético 

variam no espaço e no tempo. 

Estas equações são fundamentais e suficientes para o desenvolvimento deste trabalho, 

diversas variações e conceitos devem ser aplicados para as solucionar. Uma simplificação 

muito usual, são para meios livres sem fonte, obtendo-se, 

                    ∇ × ∇ × 𝐸 = −𝜇
𝜕

𝜕𝑡
(∇ × 𝐻) = −𝜇

𝜕

𝜕𝑡
(𝜎𝐸 + 𝜀

𝜕𝐸

𝜕𝑡
) = −𝜇𝜎

𝜕𝐸

𝜕𝑡
− 𝜇𝜀

𝜕2𝐸

𝜕𝑡2
        (12) 

                                                         𝜇𝜀
𝜕2𝐸

𝜕𝑡2
+ 𝜇𝜎

𝜕𝐸

𝜕𝑡
+ ∇ × ∇ × 𝐸 = 0                                          (13) 

∇ × ∇ × 𝐻 = 𝜎∇ × 𝐸 + 𝜀
𝜕

𝜕𝑡
(∇ × 𝐸) = 𝜎 (−𝜇

𝜕𝐻

𝜕𝑡
) + 𝜀

𝜕

𝜕𝑡
(−𝜇

𝜕𝐻

𝜕𝑡
) 

                                                           ∇ × ∇ × 𝐻 = −𝜇𝜎
𝜕𝐻

𝜕𝑡
− 𝜇𝜀

𝜕2𝐻

𝜕𝑡2
                                           (14) 

                                                         𝜇𝜀
𝜕2𝐻

𝜕𝑡2
+ 𝜇𝜎

𝜕𝐻

𝜕𝑡
+ ∇ × ∇ × 𝐻 = 0                                         (15) 

desta forma, as equações (13) e (15) representam as equações de onda vetoriais no meio sem 

fonte. 

 

1.2 MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS 

 

Por uma questão de simplicidade, o elemento triangular linear é empregado nesta 

seção, além disso este elemento é amplamente explorado no desenvolvimento deste trabalho, 

outros elementos mais sofisticados estão demonstrados na literatura e podem ser determinados 

por modelos matemáticos semelhantes aos abordados nesta seção.  

 O método dos elementos finitos (FEM) é um método numérico utilizado para 

resolução de equações diferenciais parciais em domínios finitos, através de um discretização 

de domínios contínuos do problema físico obtém-se os sistemas de equações lineares 
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(ESQUERRE, 2003; JIN, 2014). Uma malha de elementos finitos é a representação discreta 

do domínio contínuo através de elementos menores e mais simples, por exemplo em duas 

dimensões tem-se os triângulos e quadriláteros (SAKAMOTO, 2007).  

O primeiro passo para uma análise em elementos finitos é dividir a área do domínio Ω 

em um número de elementos bidimensionais. Um requisito básico da discretização é que não 

deve haver sobreposição nem lacunas entre os elementos. Além disso, os elementos devem ser 

conectados através de seus vértices, um vértice de um elemento só pode ser conectado no 

vértice de seus elementos vizinhos.  

Nenhum vértice de um elemento pode ser interno ao lado de outro. Os elementos e nós 

podem ser rotulados em conjuntos separados de inteiros para identificação, desta forma, cada 

elemento está relacionado a vários nós, em um caso particular utilizando-se o elemento 

triangular, tem-se três nós, um nó pode ser atribuído a um rótulo local no elemento associado, 

além do seu rótulo global relativo a todo o sistema (JIN, 2014). Uma matriz de conectividade 

deve ser definida, assim como uma matriz semelhante que relaciona os segmentos 

coincidentes com seus nós. A figura 1 demonstra o elemento triangular e a figura 2 demonstra 

a discretização de um domínio por elementos triangulares. 

 

Figura 1 - Elemento triangular linear. 

 

Fonte: Jin, 2014. 

 

Figura 2 - Divisão do domínio por elementos triangulares. 

 

Fonte: Jin, 2014. 
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 Uma vez que é efetuada a discretização de um domínio, é necessário aproximar a 

função desconhecida dentro de cada elemento, para o elemento triangular linear a função 

desconhecida 𝜙 pode ser aproximada conforme demonstrado na equação (16) (JIN, 2014), 

                                                              𝜙𝑒(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑒 + 𝑏𝑒𝑥 + 𝑐𝑒𝑦                                                 (16) 

na qual 𝑎𝑒, 𝑏𝑒 e 𝑐𝑒 são coeficientes a serem determinados e 𝑒 é referente a identificação do 

elemento. Para o elemento triangular linear, há três nós para cada vértice do triângulo (figura 

1). Desta forma, para nós numerados no sentido anti-horário com os números 1, 2 e 3, com os 

correspondentes valores de 𝜙, pode-se obter através da equação (16), as equações (17), (18) e 

(19). 

                                                                   𝜙1
𝑒 = 𝑎𝑒 + 𝑏𝑒𝑥1

𝑒 + 𝑐𝑒𝑦1
𝑒                                                  (17) 

                                                                   𝜙2
𝑒 = 𝑎𝑒 + 𝑏𝑒𝑥2

𝑒 + 𝑐𝑒𝑦2
𝑒                                                  (18) 

                                                                   𝜙3
𝑒 = 𝑎𝑒 + 𝑏𝑒𝑥3

𝑒 + 𝑐𝑒𝑦3
𝑒                                                 (19). 

 Onde 𝑥𝑗
𝑒 e 𝑦𝑗

𝑒 para j de 1 a 3, denota os valores das coordenadas do j-ésimo nó no 

elemento 𝑒. 

Desta forma, a equação (20) demonstra a função arbitrária 𝜙𝑒 relacionado aos 

coeficientes constantes 𝑎𝑒, 𝑏𝑒 e 𝑐𝑒 em termos de 𝜙𝑗
𝑒 (JIN, 2014). 

                                                                 𝜙𝑒(𝑥, 𝑦) = ∑𝑁𝑗
𝑒(𝑥, 𝑦)𝜙𝑗

𝑒

3

𝑗=1

                                              (20) 

 Em que 𝑁𝑗
𝑒(𝑥, 𝑦) representa as funções de base ou de interpolação, e são determinadas 

conforme a equação (21): 

                                        𝑁𝑗
𝑒(𝑥, 𝑦) =

1

2𝐴𝑒
(𝑎𝑗

𝑒 + 𝑏𝑗
𝑒𝑥 + 𝑐𝑗

𝑒𝑦), 𝑗 = 1,2,3                               (21) 

onde 𝐴𝑒 é a área do elemento 𝑒. Através do determinante da equação (22) obtém-se a área do 

elemento 𝑒. 

                                                                      𝐴𝑒 =
1

2
|

1 𝑥1
𝑒 𝑦1

𝑒

1 𝑥2
𝑒 𝑦2

𝑒

1 𝑥3
𝑒 𝑦3

𝑒
|                                                     (22) 

 Pode-se demonstrar que as funções de interpolação podem ser descritas conforme a 

equação demonstrada a seguir: 

                                              𝑁𝑗
𝑒(𝑥𝑗

𝑒 , 𝑦𝑗
𝑒) = 𝛿𝑖𝑗 = {

1,   𝑖 = 𝑗
0,   𝑖 ≠ 𝑗

, 𝑖, 𝑗 = 1,2,3                              (23) 

na qual obtém-se como resultado, no nó i, 𝜙𝑒 na equação (20) reduz-se ao valor nodal 𝜙𝑖
𝑒. 

Uma característica importante das funções de interpolação 𝑁𝑗
𝑒(𝑥, 𝑦) é que elas desaparecem 

quando o ponto de observação (𝑥, 𝑦) está sobre o lado oposto ao nó 𝑗. Portanto, os valores de 
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𝜙𝑒, sobre um lado do elemento não estão diretamente relacionados ao valor de 𝜙 sobre o nó 

oposto, com isso, são determinados pelos valores nos dois nós que estão associados ao lado 

(ESQUERRE, 2003). 

 

1.3 ELEMENTOS FINITOS NO DOMÍNIO DO TEMPO 

 

Vários trabalhos científicos foram publicados com o objetivo de simular a propagação 

de pulsos eletromagnéticos no domínio do tempo utilizando o método das diferenças finitas 

no domínio do tempo (FDTD). A desvantagem desse método é a dificuldade de modelar 

situações nas quais o domínio não é retangular ou quando precisa-se refinar a malha em 

regiões com pequenos contornos (ESQUERRE, 2003). Em 1997, Lee et al através da 

publicação “Time domain finite element methods” introduziu o FETD. A utilização dos 

elementos finitos apresenta vantagens sobre o método FDTD principalmente com relação a 

discretização dos domínios, sobretudo pode-se obter a quantidade arbitrária em qualquer 

ponto através das interpolações dos elementos finitos. Nesta seção é abordado o método dos 

elementos finitos em duas dimensões no domínio do tempo. 

 Considerando a abordagem efetuada na equação (10), para o caso bidimensional, tem-

se uma superfície 𝑆 e um contorno 𝐶, o campo eletromagnético gerado por uma corrente 

elétrica 𝐽𝑖 satisfaz as equações de Maxwell (1) a (4) (JIN, 2014). Dado estas considerações, 

partindo de (1) desconsiderando a fonte de densidade de corrente magnética Μ𝑖, tem-se 

                                                    ∇ × 𝐸(𝑟, 𝑡) =  −
𝜕𝐵(𝑟, 𝑡)

𝜕𝑡
= −𝜇

𝜕𝐻(𝑟, 𝑡)

𝜕𝑡
                                  (24) 

                                                               μ−1∇ × 𝐸(𝑟, 𝑡) = −
𝜕𝐻(𝑟, 𝑡)

𝜕𝑡
                                             (25) 

aplicando-se o rotacional para elevar a ordem da equação, tem-se 

    ∇ × [𝜇−1∇ × 𝐸(𝑟, 𝑡)] = −
𝜕

𝜕𝑡
[∇ × 𝐻(𝑟, 𝑡)] = −

𝜕

𝜕𝑡
[𝐽𝑖(𝑟, 𝑡) + 𝜎𝐸(𝑟, 𝑡) + 𝜀

𝜕𝐸(𝑟, 𝑡)

𝜕𝑡
]    (26) 

             ∇ × [𝜇−1∇ × 𝐸(𝑟, 𝑡)] + 𝜀
𝜕2𝐸(𝑟, 𝑡)

𝜕𝑡2
+ 𝜎

𝜕𝐸(𝑟, 𝑡)

𝜕𝑡
= −

𝜕𝐽𝑖(𝑟, 𝑡)

𝜕𝑡
, ∀ 𝑟 ∈ 𝑆           (27) 

desta forma, obtém-se a equação da onda eletromagnética vetorial. Adota-se neste trabalho 

uma simplificação para o sistema bidimensional, na qual a componente do modo transversal é 

similar a equação de Helmholtz e pode ser resolvida utilizando o método dos elementos 

finitos, esta solução é amplamente utilizada e está demonstrada em maiores detalhes no 

capítulo 2.  

No domínio do tempo, a corrente de condução e de deslocamento devem ser tratadas 
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separadamente (JIN, 2014). Para o sistema ser limitado é necessário considerar as condições 

de borda, assumindo a condição de borda em 𝐶, descrita como 

                          𝑛̂ × [𝜇−1∇ × 𝐸(𝑟, 𝑡)] + 𝑌𝑐𝑛̂ × [𝑛̂ ×
𝜕𝐸(𝑟, 𝑡)

𝜕𝑡
] = 𝑈(𝑟, 𝑡), ∀ 𝑟 ∈ 𝐶           (28) 

na qual 𝑌𝑐 é denominado por admitância da borda, 𝑛̂ representa o vetor normal ao contorno e 

𝑈(𝑟, 𝑡) é a fonte aplicada na borda. Desta forma, aplicando uma integral de superfície (JIN, 

2014), o sistema é dado por  

∬ {𝜇−1[∇ × 𝑁𝑖(𝑟)] ∙ [∇ × 𝐸(𝑟, 𝑡)] + 𝜀𝑁𝑖(𝑟) ∙
𝜕2𝐸(𝑟, 𝑡)

𝜕𝑡2
+ 𝜎𝑒𝑁𝑖(𝑟) ∙

𝜕𝐸(𝑟, 𝑡)

𝜕𝑡𝑆

+ 𝑁𝑖(𝑟)
𝜕𝐽𝑖(𝑟, 𝑡)

𝜕𝑡
} 𝑑𝑆

+ ∮ {𝑌𝑠[𝑛̂ × 𝑁𝑖(𝑟)] ∙
𝜕

𝜕𝑡
[𝑛̂ × 𝐸(𝑟, 𝑡) + 𝑁𝑖(𝑟) ∙ 𝑈(𝑟, 𝑡)}

𝐶

𝑑𝑙 = 0                  (29) 

na qual o campo elétrico é expandido pela função base, como 

                                                                    𝐸(𝑟, 𝑡) = ∑𝐸𝑗(𝑡)𝑁𝑗(𝑟)

𝑁

𝑗=1

                                                (30) 

em que 𝑁 denota o número total de desconhecidos, portanto a forma final da equação do 

FETD é dada por (JIN, 2014) 

                                                      [𝑇]
𝜕2{𝐸}

𝜕𝑡2
+ [𝑇𝜎]

𝜕{𝐸}

𝜕𝑡
+ [𝑆]{𝐸} = {𝑏}                                      (31) 

onde [𝑆] corresponde ao primeiro termo dentro da primeira integral de superfície, [𝑇𝜎] 

representa os termos que estão acompanhados da derivação no tempo de primeira ordem, [𝑇] 

corresponde ao terceiro termo da primeira integral de superfície, e b corresponde aos termos 

da fonte.  

 

1.4 CAMADAS PERFEITAMENTE CASADAS (PML) 

 

Dado que a memória computacional é limitada, não há possibilidade de simular as 

ondas eletromagnéticas propagando-se em um espaço infinito, desta forma, as condições de 

fronteira absorventes são aplicadas para simular em um espaço fechado finito a propagação da 

onda sem que haja reflexão no contorno do domínio, de forma equivalente ao espaço infinito. 

Ao utilizar técnicas para truncar o domínio de análise, torna possível a simulação de métodos 

numéricos, pois o sistema computacional terá condições para armazenar a quantidade de 

dados limitada (JIN, 2014). 



 23 

A utilização das camadas perfeitamente casadas (PML), foi pioneiramente introduzida 

por Berenger em 1994, para truncar domínios bidimensionais usando FDTD) a formulação 

proposta é baseada em um modelo puramente matemático, como um meio não físico, 

permitindo que ondas eletromagnéticas com diferentes ângulos de incidência, polarização e 

frequência fossem absorvidas pelo meio (BERENGER, 1994). A vantagem das PMLs com 

respeito às demais técnicas é que as camadas podem ser ajustadas de forma a serem 

perfeitamente casadas em um meio contínuo com características (𝜀, 𝜇, 𝜎) de forma que as 

ondas incidentes sobre estas não sofram reflexão na interface e também devido a 

condutividade finita, atenua a onda propagante em seu interior (ESQUERRE, 2003). 

As PMLs de Berenger foram inicialmente implementadas para o método FDTD. Chew 

e Weedon modificaram a implementação para o FETD, com a realização das coordenadas 

estendidas (coordinate stretching) no domínio da frequência.  

 Para implementar as PMLs as equações de Maxwell no domínio da frequência são 

modificadas, conforme demonstrado a seguir: 

                                                                       ∇s × 𝐸 = −𝑗𝜔𝜇𝐻                                                          (32) 

                                                                        ∇s × 𝐻 = 𝑗𝜔𝜀𝐸                                                             (33) 

                                                                          ∇s ∙ (𝜀𝐸) = 0                                                               (34) 

                                                                          ∇s ∙ (μ𝐻) = 0                                                              (35). 

Onde ∇𝑠 é definido conforme a equação (36): 

                                                          ∇𝑠= 𝑥̂
1

𝑠𝑥

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑦̂

1

𝑠𝑦

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑧̂

1

𝑠𝑧

𝜕

𝜕𝑧
                                            (36). 

 Desta forma, ∇𝑠 pode ser considerado como um operador padrão como ∇ é um 

operador nas coordenadas cartesianas, em que x, y e z são ponderados por fatores 𝑠𝑥, 𝑠𝑦 e 𝑠𝑧, 

respectivamente. Especificamente, tem-se, 𝑠𝑥 = 𝑠𝑥(𝑥), 𝑠𝑦 = 𝑠𝑦(𝑦) e 𝑠𝑧 = 𝑠𝑧(𝑧). Com isso, a 

determinação do campo elétrico e do campo magnético na onda plana estão demonstrados nas 

equações (37) e (38) (JIN, 2014). 

                                                         𝐸 = 𝐸0𝑒
−𝑗𝑘∙𝑟 = 𝐸0𝑒

−𝑗(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦+𝑘𝑧𝑧)                                       (37) 

                                                        𝐻 = 𝐻0𝑒
−𝑗𝑘∙𝑟 = 𝐻0𝑒

−𝑗(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦+𝑘𝑧𝑧)                                     (38). 

 Substituindo 𝐸 e 𝐻 nas equações de Maxwell (32) a (35), tem-se as equações (39) a 

(42). 
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                                                                           ks × 𝐸 = 𝜔𝜇𝐻                                                            (39) 

                                                                        ks × 𝐻 = −𝜔𝜀𝐸                                                            (40) 

                                                                              ks ∙ 𝐸 = 0                                                                 (41) 

                                                                              ks ∙ 𝐻 = 0                                                                 (42) 

Onde ks é determinado pela equação (43). 

                                                                 ks = 𝑥̂
𝑘𝑥

𝑠𝑥
+ 𝑦̂

𝑘𝑦

𝑠𝑦
+ 𝑧̂

𝑘𝑧

𝑠𝑧
                                                    (43) 

 Desta forma, aplicando o produto vetorial com ks em (39), obtém-se a equação (44) e 

(45). 

                                                    ks × (ks × 𝐸) = 𝜔𝜇ks × 𝐸 = −𝜔2𝜇𝜀𝐸                                      (44) 

 Aplicando o vetor identidade e a equação (41), (44) torna-se: 

                                                                     (𝑘𝑠 ∙ 𝑘𝑠)𝐸 = 𝜔2𝜇𝜀𝐸                                                        (45) 

 Desta forma, a relação de dispersão (JIN, 2014), é dada por: 

                                                                     ks ∙ ks = 𝜔2𝜇𝜀 = 𝜅2                                                       (46) 

ou, 

                                                             (
kx

𝑠𝑥
)
2

+ (
ky

𝑠𝑦
)

2

+ (
kz

𝑠𝑧
)
2

= 𝜅2                                              (47) 

 A solução desta equação é dada por: 

                                                                      kx = 𝜅𝑠𝑥 sin 𝜃 cos𝜑                                                      (48) 

                                                                     ky = 𝜅𝑠𝑦 sin 𝜃 cos𝜑                                                      (49) 

                                                                          kz = 𝜅𝑠𝑧 cos 𝜃                                                             (50) 

na qual aparentemente, quando 𝑠𝑥 é um número complexo, a onda é atenuada na direção x, e o 

mesmo ocorre para as demais direções (y e z). A impedância da onda é dada por (JIN, 2014): 

                                                         𝜂 =
|𝐸|

|𝐻|
=

|ks|

𝜔𝜀
=

𝜔𝜇

|ks|
= √

𝜇

𝜀
                                                (51) 

observa-se que a impedância intrínseca do meio não é afetada pela modificação no operador 

∇. Considerando a reflexão de uma onda plana em uma superfície. Para o caso 𝑇𝐸𝑧 os campos 

da incidência, reflexão e transmissão pode ser escrito como (JIN, 2014): 

                                                                            𝐸𝑖 = 𝐸0𝑒
−𝑗𝑘𝑖∙𝑟                                                           (52) 

                                                                       𝐸𝑟 = 𝑅𝑇𝐸𝐸0𝑒
−𝑗𝑘𝑟∙𝑟                                                       (53) 

                                                                       𝐸𝑡 = 𝑇𝑇𝐸𝐸0𝑒
−𝑗𝑘𝑡∙𝑟                                                        (54) 

onde 𝐸0 é o vetor constante perpendicular a 𝑧̂, 𝑅𝑇𝐸 e 𝑇𝑇𝐸 denotam os coeficientes de reflexão 

e transmissão.  
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Para a correspondência de fase e condições de continuidade tangencial para 𝐸 e 𝐻, 

obtém-se: 

                                                             𝑅𝑇𝐸 =
𝑘1𝑧𝑠2𝑧𝜇2 − 𝑘2𝑧𝑠1𝑧𝜇1

𝑘1𝑧𝑠2𝑧𝜇2 + 𝑘2𝑧𝑠1𝑧𝜇1
                                                 (55) 

na qual o subscrito 1 denota os parâmetros da região 1 do espaço e o subscrito 2 corresponde 

à região 2, conforme ilustra a figura 3. 

 

Figura 3 - Onda incidente na interface da região 1 com a região 2. 

 

Fonte: Próprio autor. 

 

De forma similar, pode-se encontrar o coeficiente de reflexão para o caso 𝑇𝑀𝑧 

conforme equação (56). 

                                                            𝑅𝑇𝑀 =
𝑘1𝑧𝑠2𝑧𝜀2 − 𝑘2𝑧𝑠1𝑧𝜀1

𝑘1𝑧𝑠2𝑧𝜀2 + 𝑘2𝑧𝑠1𝑧𝜀1
                                                  (56) 

 Para as condições de fase, 𝑘1𝑥 = 𝑘2𝑥 e 𝑘1𝑦 = 𝑘2𝑦, obtém-se as equações a seguir: 

                                                   𝜅1𝑠1𝑥 sin 𝜃1 cos𝜑1 = 𝜅2𝑠2𝑥 sin 𝜃2 cos𝜑2                                    (57) 

                                                   𝜅1𝑠1𝑦 sin 𝜃1 sin 𝜑1 = 𝜅2𝑠2𝑦 sin 𝜃2 sin𝜑2                                     (58) 

 Através de uma análise rápida, observa-se que para 𝜀1 = 𝜀2, 𝜇1 = 𝜇2, 𝑠1𝑥 = 𝑠2𝑥 e 

𝑠1𝑦 = 𝑠2𝑦, obtém-se: 𝜃1 = 𝜃2, 𝜑1 = 𝜑2, e consequentemente, 𝑅𝑇𝐸 = 0 e 𝑅𝑇𝑀 = 0. Na qual 

permanece verdadeiro independente da escolha de 𝑠1𝑧 e 𝑠2𝑧, do ângulo de incidência e da 

frequência (JIN, 2014). A figura 4 mostra a configuração e valores de 𝑠𝑥, 𝑠𝑦 e 𝑠𝑧 para o 

domínio computacional. 
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Figura 4 - Domínio computacional truncado por PMLs. 

 

Fonte: Jin, 2014. 

 

 O problema de elementos finitos para ondas eletromagnéticas pode ser reformulado 

considerando as camadas perfeitamente casadas (PMLs) como condição absorvedora, na qual 

a borda é um condutor eletricamente perfeito (PEC), conforme proposto inicialmente por 

Berenger em 1994, ilustrado na figura 5. 

 

Figura 5 - A técnica das PMLs proposto por Berenger. 

 

Fonte: Berenger, 1994. 
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No método FETD, ou em qualquer outra formulação numérica das equações de 

Maxwell, aparecem erros numéricos devido à amostragem espacial finita, consequentemente, 

ao implementar o meio PML como uma única descontinuidade de 𝜎 na malha, leva a 

reflexões espúrias notáveis de ondas na superfície do meio PML (SOUZA, 2008), conforme 

demonstra a figura 6. Para reduzir o erro, Berenger propôs que as perdas do meio PML ao 

longo da direção normal à interface aumente gradualmente, assumindo a variação gradual, o 

meio PML permanece casado. 

 

Figura 6 – Comparação do coeficiente de reflexão entre o aumento abrupto e o aumento 

gradual da condutividade. 

 

Fonte: Souza, 2008. 

 

 Assumindo a condutividade variando em 𝑥, isto é, tem-se a condutividade como uma 

função 𝜎 = 𝜎(𝜌), que considera a espessura total 𝛿, e termina com a condição PEC, desta 

forma, o fator de reflexão é dado por (BERENGER, 1994): 

                                                                  𝑅(𝜃) = 𝑒−2𝜂 cos𝜃 ∫ 𝜎(𝜌)𝑑𝜌
𝛿
0                                                (59) 

 

1.5 MATERIAIS SEMICONDUTORES 

 

 Os semicondutores intrínsecos são materiais cujas condutividades preenchem o espaço 

entre os materiais dielétricos e os condutores, com a condutividade destes materiais iniciando 

em 10−3 até a unidade. Dois desses materiais intrínsecos são significativamente importantes 

para a engenharia elétrica, o germânio e o silício. Nos semicondutores intrínsecos existem 

dois portadores comuns, os elétrons livres e as lacunas. Com o aumento da temperatura, a 
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mobilidade do material semicondutor diminui, porém, a densidade de carga aumenta mais 

rapidamente. Os aumentos na densidade de carga compensam as diminuições nas 

mobilidades, resultando em um aumento geral na condutividade do material semicondutor 

com o aumento da temperatura. Esta é uma das diferentes características entre os 

semicondutores intrínsecos e os condutores metálicos (BALANIS, 1989). 

 A condutividade dos semicondutores pode ser aumentada adicionando impurezas, este 

processo é conhecido como dopagem. Algumas impurezas como o fósforo são chamadas de 

doadoras porque adiciona elétrons e forma o material semicondutor do tipo n, com os elétrons 

sendo os portadores majoritários. As impurezas como o boro são chamadas de aceitadoras, 

porque estes materiais adicionam lacunas e formam o material semicondutor do tipo p, com as 

lacunas sendo os portadores predominantes. Em temperaturas próximas do zero absoluto, os 

elétrons da camada de valência da camada externa do material semicondutor não estão livres 

para se deslocar. Assim, o material se comporta como um isolante sob estas condições. À 

medida que a temperatura aumenta, a vibração térmica da estrutura do material semicondutor 

aumenta, e alguns elétrons ganham energia térmica suficiente para ir da banda de valência 

para a banda de condução se tornando elétrons livres semelhantes aos de um condutor 

metálico (BALANIS, 1989). 

 Os elétrons de valência de qualquer material semicondutor devem ganhar energia 

suficiente para permitir a passagem da banda de valência para a banda de condução, pulando 

sobre a banda proibida, como mostrado na figura 7. 

 

Figura 7 - Bandas de energia em condutores, semicondutores e isolantes. 

 

Fonte: Pinho e Galdino, 2014. 
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 Para o silício o valor de portadores intrínsecos citado pela literatura é de 1,45𝑥1010/

 𝑐𝑚3 na temperatura de 300 K. A concentração pode ser expressa pelas expressões (60) e (61) 

(PINHO; GALDINO, 2014). 

                                                                            𝑛𝑖
2 ≅ 𝐵 × 𝑒−

𝐸𝑔

𝑘.𝑇                                                          (60) 

                                                                               𝑛 = 𝑝 = 𝑛𝑖                                                              (61). 

 Onde  𝑛𝑖 corresponde a concentração de portadores intrínsecos, 𝑛 é a concentração de 

portadores negativos (elétrons), 𝑝 é a concentração de portadores positivos (lacunas), 𝑘 é a 

constante de Boltzmann (1,381𝑥10−23𝐽/𝐾), 𝐸𝑔 corresponde a energia da banda proibida 

(1,12 𝑒𝑉 para o silício), 𝑇 é a temperatura absoluta em 𝐾 (Kelvin) e 𝐵 é a constante 

aproximada para os semicondutores (aproximadamente 1039 𝑐𝑚−6). 

 Os elétrons que ganham energia suficiente para se libertar dos seus átomos, passando 

da banda de valência para a banda de condução, criam vagas que são denominadas de lacunas, 

as quais se movem de forma aleatória. Desta forma, quando os materiais semicondutores não 

estão sujeitos ao campo elétrico, a corrente dos elétrons e das lacunas é zero, pois a 

velocidade de deriva da rede destes portadores é zero, desde que o movimento seja aleatório. 

Quando um campo elétrico é aplicado, os elétrons se movem com uma velocidade de deriva 

(𝑣𝑑𝑒) diferente de zero na direção oposta do campo elétrico aplicado, enquanto que as lacunas 

se movem com a velocidade de deriva (𝑣𝑑ℎ)  diferente de zero, na direção do campo elétrico 

aplicado, criando uma corrente diferente de zero. Desta forma, pode-se determinar a 

densidade de corrente de condução para os dois portadores, elétrons e lacunas (BALANIS, 

1989), conforme as equações demonstradas abaixo: 

                                                                    𝐽𝑐 = 𝑞𝑣𝑒𝑣𝑑𝑒 + 𝑞𝑣ℎ𝑣𝑑ℎ                                                      (62) 

                                                              𝐽𝑐 = 𝑞𝑣𝑒(−𝜇𝑒𝐸) + 𝑞𝑣ℎ(𝜇ℎ𝐸)                                               (63) 

                                                                 𝐽𝑐 = (−𝑞𝑣𝑒𝜇𝑒 + 𝑞𝑣ℎ𝜇ℎ)𝐸                                                   (64) 

                                                                         𝐽𝑐 = (𝜎𝑠𝑒 + 𝜎𝑠ℎ)𝐸                                                        (65) 

                                                                                𝐽𝑐 = 𝜎𝑠𝐸                                                                  (66) 

na qual 𝑞𝑣𝑒 é a densidade de elétrons no volume dado em 𝐶/𝑚3, 𝑞𝑣ℎ corresponde a densidade 

de lacunas no volume dado em 𝐶/𝑚3, 𝜇𝑒 é a mobilidade dos elétrons em 𝑚2/(𝑉. 𝑠) , 𝜇ℎ é a 

mobilidade das lacunas em 𝑚2/(𝑉. 𝑠), 𝜎𝑠𝑒 corresponde a condutividade estática devido a 

elétrons 𝑆/𝑚 e 𝜎𝑠ℎ é a condutividade estática devido a lacunas 𝑆/𝑚. 

 As condutividades estáticas devido aos elétrons e as lacunas podem ser definidas, 

conforme as equações (BALANIS, 1989): 

                                              𝜎𝑠𝑒 = −𝑞𝑣𝑒 . 𝜇𝑒 = −𝑁𝑒 . 𝑞𝑒 . 𝜇𝑒 = 𝑁𝑒 . |𝑞𝑒|. 𝜇𝑒                                    (67) 
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                                    𝜎𝑠ℎ = 𝑞𝑣ℎ. 𝜇ℎ = 𝑁ℎ. 𝑞ℎ. 𝜇ℎ = 𝑁ℎ. |𝑞ℎ|. 𝜇ℎ = 𝑁ℎ. |𝑞𝑒|. 𝜇ℎ                        (68) 

 Onde 𝑁𝑒 é a densidade de elétrons livres (𝑒𝑙é𝑡𝑟𝑜𝑛𝑠/𝑚3), 𝑁ℎ é a densidade de lacunas 

(𝑙𝑎𝑐𝑢𝑛𝑎𝑠/𝑚3) e 𝑞𝑒 é a carga elementar do elétron (1,6 × 10−19𝐶), na qual, 𝑞ℎ a carga 

elementar da lacuna é igual a 𝑞𝑒. A figura 8 ilustra o movimento das cargas nos materiais 

semicondutores tipo n e tipo p e os portadores majoritários para cada material semicondutor. 

 

Figura 8 - Condutividade dos materiais semicondutores tipo n e tipo p. 

 

Fonte: Kraus, 1984. 

 

 A variação de temperatura gera uma variação da condutividade e da mobilidade no 

germânio, silício e arseneto de gálio. As equações a seguir quantificam este fenômeno 

(BALANIS, 1989). 

 Para o silício: 

                                   𝜇𝑒 = (2,1 ± 0,2) 𝑥 105. 𝑇−2,5±0,1, −113 𝑜𝐶 ≤ 𝑇 ≤ 127 𝑜𝐶                   (69) 

                                   𝜇ℎ = (2,3 ± 0,1) 𝑥 105. 𝑇−2,7±0,1, −123 𝑜𝐶 ≤ 𝑇 ≤ 127 𝑜𝐶                   (70) 

 Para o germânio: 

                                                  𝜇𝑒 = 4,9 𝑥 103. 𝑇−1,66, −173 𝑜𝐶 ≤ 𝑇 ≤ 27 𝑜𝐶                           (71) 

                                                𝜇ℎ = 1,05 𝑥 105. 𝑇−2,33, −148 𝑜𝐶 ≤ 𝑇 ≤ 27 𝑜𝐶                          (72) 

 Para o arseneto de gálio: 

                                                                  𝜇𝑒 = 0,310. (
300

𝑇
) . 0,15                                                  (73) 

                                                                   𝜇ℎ = 0,032 (
300

𝑇
) . 2,2                                                    (74) 
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1.6 CÉLULAS FOTOVOLTAICAS 

 

 Existe a possibilidade de gerar portadores por meio da ionização por impacto, através 

da energia cinética das partículas (prótons, nêutrons etc.) quando atingem o material 

semicondutor. A principal característica que permite que células fotovoltaicas gerem pares 

elétron-lacuna é a incidência de fótons no material com a energia superior à da banda 

proibida, conforme demonstrado na figura 7. Os elétrons fotogerados podem se mover dentro 

do material e aumentar a condutividade elétrica, este fenômeno é conhecido por efeito 

fotocondutivo. Desta forma, para aproveitar a densidade de corrente fotogerada e tensão 

elétrica é necessário aplicar um campo elétrico para separar os portadores, isto só é possível 

com a criação da camada de depleção do material semicondutor, a junção pn. Para construí-la 

é necessário que se introduzam impurezas no material semicondutor, processo denominado de 

dopagem, que consiste na introdução de pequenas quantidades de outros elementos, 

denominados de impurezas, que mudam as propriedades elétricas do material intrínseco 

(DIMROTH; KURTZ, 2007). 

 Na interface entre os dois tipos de dopagem o excesso de elétrons da região n se 

difunde para região p, dando origem a uma região com cargas elétricas positivas fixas no lado 

n, que são íons 𝑃+, pois os átomos de Fósforo perdem um elétron. Os elétrons que passam do 

lado n para o lado p encontram as lacunas, fazendo com que a região fique com cargas 

negativas fixas, que são íons 𝐵−, pois os átomos de B recebem um elétron. Estas correntes de 

difusão de portadores de carga não continuam indefinidamente, porque o excesso de cargas 

positivas e negativas na junção das regiões n e p produz um campo elétrico que impede a 

passagem de elétrons do lado n para o lado p, assim como impede a passagem de lacunas da 

região p para a n (PINHO; GALDINO, 2014). Com isso se estabelece um equilíbrio, 

formando uma zona com elétrons e lacunas, denominada de zona de depleção, onde há um 

campo elétrico na junção e uma diferença de potencial. A zona de depleção é caracterizada 

por teoricamente não existirem portadores (𝑝 ≅ 0 𝑒 𝑛 ≅ 0). 

 Existe uma corrente de portadores gerados termicamente que se anula, num estado de 

equilíbrio dinâmico, caracterizado pela movimentação aleatória dos pares elétrons-lacunas, 

através da junção pn no escuro e sem tensão externa de polarização. Há a corrente de deriva 

que é a corrente de portadores que se movem por efeito do campo elétrico da região em que 

são minoritários para as regiões em que são majoritários. A corrente de deriva é composta por 

duas componentes: a corrente de lacunas que se movem do lado n para o lado p (𝐼𝐷𝑝) e a 

corrente de elétrons que se movem do lado p para o lado n (𝐼𝐷𝑛). A corrente de difusão (𝑖𝑑) é 
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resultante da diferença das concentrações de elétrons e lacunas nos dois lados da junção pn. 

Esta corrente é composta por duas componentes: corrente de lacunas do lado p para o lado n 

(𝑖𝑑𝑝) e a corrente de elétrons do lado n para o lado p (𝑖𝑑𝑛). Estes portadores se deslocam por 

difusão das regiões em que são majoritários para as em que são minoritários, onde se 

recombinam. Como mostrado nas equações (75), (76) e (77) (PINHO; GALDINO, 2014) e 

ilustrado na figura 9. 

                                                                            𝑖𝐷 = 𝑖𝐷𝑝 + 𝑖𝐷𝑛                                                           (75) 

                                                                            𝑖𝑑 = 𝑖𝑑𝑛 + 𝑖𝑑𝑝                                                            (76) 

                                                                           𝑖 = 𝑖𝐷 = 𝑖𝑑 = 0                                                          (77) 

 

Figura 9 - Junção pn no escuro em equilíbrio térmico, mostrando a barreira de potencial, e as 

correntes de difusão e de deriva. 

 

Fonte: Oldenburg, 1994. 

 

 A diferença de potencial entre as regiões p e n pode ser entendida como resultado das 

diferenças no nível de Fermi (𝐸𝐹𝐸) nos dois materiais. Quando estes materiais entram em 

contato, a situação de equilíbrio é alcançada quando os níveis de Fermi se igualam, o que 

ocorre pelo fluxo inicial de portadores e pelo estabelecimento do campo elétrico e da 

diferença de potencial, que é a responsável por impelir a corrente fotogerada. 

A diferença de potencial na junção pn sem polarização externa e em equilíbrio, em 

função da temperatura, pode ser calculada pela equação (78) (LUQUE; HEGEDUS, 2003). 

                                                                 𝑉0(𝑇) ≅
𝑘. 𝑇

𝑞
ln (

𝑁𝑑. 𝑁𝑎

𝑛𝑖
2 )                                                  (78) 
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 Onde 𝑉0 é a diferença de potência na junção em função da temperatura 𝑇, 𝑁𝑑 

corresponde a concentração de dopante tipo n, 𝑁𝑎 corresponde a concentração de dopante do 

tipo p, 𝑞 é a carga elementar do elétron (1,6𝑥10−16𝐶).  Na figura 10 é demonstrado a 

estrutura de uma célula fotovoltaica de camada única. 

 

Figura 10 - Estrutura básica de uma célula fotovoltaica de silício. 

 

Fonte: Moehlecke e Zanesco, 2005. 

 

 A corrente elétrica resultante em uma célula fotovoltaica é composta pela soma da 

corrente de uma junção pn no escuro (corrente de saturação reversa) com a corrente gerada 

pelos fótons absorvidos da radiação solar com energia maior que a energia da banda proibida. 

Esta equação da corrente é derivada da equação de Schockley do diodo ideal, conforme a 

equação (79) (PINHO; GALDINO, 2014).  

                                                               𝐼 = 𝐼𝐿 − 𝐼0 [exp (
𝑞𝑉

𝑛𝑘𝑇
) − 1]                                             (79). 

 Na qual 𝐼𝐿 é a corrente fotogerada dada em 𝐴, 𝐼0 é a corrente de saturação reversa dada 

em 𝐴 e 𝑛 é o fator de idealidade do diodo. A corrente de saturação reversa pode ser calculada 

pela equação (80), a partir de propriedades do material e detalhes da construção da junção pn 

(LUQUE; HEGEDUS, 2003). 
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                                                           𝐼0 = 𝑞. 𝐴. 𝑛𝑖
2. (

𝐷𝑝

𝐿𝑝. 𝑁𝑑
+

𝐷𝑛

𝐿𝑛. 𝑁𝑎
)                                           (80). 

 Onde 𝐴 corresponde a área da seção reta da junção 𝑝𝑛, 𝐷𝑝 e 𝐷𝑛 são os coeficientes de 

difusão de elétrons e lacunas no material, 𝐿𝑝 e 𝐿𝑛 são os comprimentos de difusão de elétrons 

e lacunas. 

 Pinho e Galdino (2014) afirmam que em uma célula fotovoltaica há resistência em 

série devido a: junção metal-semicondutor, malhas metálicas, regiões dopadas etc., assim 

como resistências em paralelo devido a pontos de curto-circuito na junção 𝑝𝑛. A equação (81) 

determina a curva característica de uma célula fotovoltaica e a figura 11 ilustra o circuito 

equivalente.  

                                          𝐼 = 𝐼𝐿 + 𝐼0 [exp (
𝑞(𝑉 + 𝐼𝑅𝑆)

𝑛𝑘𝑇
) − 1] −

𝑉 + 𝐼𝑅𝑆

𝑅𝑝
                                 (81) 

 

Figura 11 - Circuito equivalente básico para uma célula fotovoltaica. 

 

Fonte: Próprio autor. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 35 

2 PROPAGAÇÃO DE ONDAS ELETROMAGNÉTICAS UTILIZANDO 

ELEMENTOS FINITOS BIDIMENSIONAIS NO DOMÍNIO DO TEMPO 

 

O FETD discretiza o espaço através de elementos finitos determinados, que permitem 

a modelagem de estruturas geométricas genéricas. O domínio computacional deve ser 

fechado, podendo ser solucionado no domínio do tempo ou da frequência. A vantagem de 

utilizar o FETD é a possibilidade da convergência da simulação em uma ampla faixa de 

frequência e de haver métodos incondicionalmente estáveis para a discretização do tempo 

(JIAO; JIN, 2002).  

O método FDTD discretiza o domínio computacional através de malha estruturada, 

podendo ser meios não homogêneos e o domínio computacional deve ser fechado, resolvendo 

o problema no domínio do tempo. Este método resulta em sistema de equações lineares 

explícitos, o método apresenta limitação do valor máximo do passo de tempo. Nesse aspecto, 

o FETD apresenta vantagem sobre o FDTD com relação ao passo de tempo, outra vantagem, é 

que através da interpolação dos elementos finitos, pode ser obtido a quantidade do campo 

vetorial em qualquer ponto do domínio computacional. 

Simulações numéricas da propagação de ondas eletromagnéticas com base em 

equações diferenciais parciais (PDE) necessitam de condições de borda absorventes (ABC) 

para truncar o domínio computacional. As PMLs podem ser formuladas por divisão do campo 

(field splitting), coordenada estendida (coordinate stretching), ou por construção dos tensores 

anisotrópicos da permissividade e permeabilidade (JIAO; JIN, 2002). Neste capítulo é 

abordado a utilização das PMLs como condição de absorção e do PEC para truncar o domínio 

computacional utilizando coordenadas estendidas. 

 

2.1 FORMULAÇÃO DA EQUAÇÃO DE ONDA ESCALAR BIDIMENSIONAL NO 

DOMÍNIO DO TEMPO COM AS PMLs 

 

 Desde que James C. Maxwell em 1864 introduziu a Teoria Dinâmica do Campo 

Eletromagnético, o estudo do eletromagnetismo tornou-se indispensável em pesquisas 

relacionadas à tecnologia moderna. As análises são realizadas desde os campos estáticos até 

os campos com altas frequências, como por exemplo, do espectro da luz visível com 

frequências da ordem de 1014 𝐻𝑧. Desta forma o uso dos métodos computacionais tornou-se 

fundamental para o desenvolvimento e otimização de dispositivos eletromagnéticos, que 

podem variar da escala em metros até escalas atômicas (GONÇALVES, 2007). 
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Em coordenadas cartesianas, o campo elétrico 𝐸⃗  é dado por 𝐸⃗ = 𝐸𝑥𝑥̂ + 𝐸𝑦𝑦̂ + 𝐸𝑧𝑧̂, 

com isso, para introduzir as PMLs, partindo das equações de Maxwell modificadas, tem-se 

                                                     ∇𝑠 × 𝐸 = −𝜇
𝜕𝐻

𝜕𝑡
∴

1

𝜇
∇𝑠 × 𝐸 = −

𝜕𝐻

𝜕𝑡
                                        (82) 

aplicando o rotacional na equação (82), tem-se portanto 

                                                            ∇𝑠 ×
1

𝜇
∇𝑠 × 𝐸 = −

𝜕

𝜕𝑡
∇𝑠 × 𝐻                                                (83) 

onde, 

                                                               ∇𝑠 × 𝐻 = 𝐽𝑖 + 𝜎𝐸 + 𝜀
𝜕𝐸

𝜕𝑡
                                                    (84) 

substituindo-se a equação (84) em (83), fica dado pela equação (85). 

                                                   ∇𝑠 ×
1

𝜇
∇𝑠 × 𝐸 + 𝜀

𝜕2𝐸

𝜕𝑡2
+ 𝜎𝑒

𝜕𝐸

𝜕𝑡
= −

𝜕𝐽𝑖
𝜕𝑡

                                     (85) 

 Conforme visto anteriormente no capítulo 1, o operador nabla das coordenadas 

estendidas é escrito como (CHEW; WEEDON, 1994): 

                                                                   ∇𝑠=
1

𝑠𝑥

𝜕

𝜕𝑥
𝑥̂ +

1

𝑠𝑦

𝜕

𝜕𝑦
𝑦̂                                                      (86) 

na qual 𝑥̂ 𝑒 𝑦̂ são os vetores unitários associados as coordenadas x e y, para o caso 

bidimensional. Os parâmetros 𝑠𝑥 e 𝑠𝑦 são os parâmetros associados a PML, em que são dados 

por (PEKEL; MITTRA, 1995): 

                                                                        𝑠𝑥,𝑦 = 1 − 𝑗
𝜎

𝜔𝜀
                                                             (87) 

onde 𝜔 é a frequência angular e 𝜎 é a condutividade. Considerando as variações polinomiais 

no perfil de condutividade conforme proposto por Berenger, levam a PMLs com eficiência 

superior (ESQUERRE, 2003). A graduação polinomial é dada por (BERENGER, 1994): 

                                                                         𝜎(𝜌) = 𝜎𝑚 (
𝜌

𝐿
)
𝑛

                                                          (88) 

na qual 𝜎𝑚 corresponde a condutividade de referência, 𝑛 corresponde ao grau do polinômio, 𝜌 

é a distância em que se encontra o ponto dentro da região da PML e 𝐿 é a largura da região 

PML. Para a condutividade com graduação polinomial, o coeficiente de reflexão fica dado por 

(BERENGER, 1994): 

                                                               𝑅(𝜃) = 𝑒−(
2

𝑛+1
)(

𝜎𝑚𝛿

𝜀𝑐
) cos(𝜃)

                                                  (89) 

onde 𝛿 é a largura da camada PML, aplicando o logaritmo neperiano em 𝑅−1(𝜃) da equação 

(89), tem-se 
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                                                         ln (
1

𝑅(𝜃)
) =

2

𝑛 + 1

𝜎𝑚𝛿

𝜀𝑐
cos(𝜃)                                               (90) 

rearranjando a equação (90), obtém-se a condutividade em função da reflexão teórica, 

conforme demonstrado a seguir: 

                                                          𝜎 =
(𝑛 + 1)𝜀𝑐

2𝛿
cos−1(𝜃) ln (

1

𝑅(𝜃)
)                                       (91) 

substituindo (91) em (87), obtém-se o parâmetro 𝑠𝑥,𝑦 da PML, determinado por: 

                                                         𝑠𝑥,𝑦 = 1 − 𝑗
(𝑛 + 1)𝑐

2𝜔𝛿
(
𝜌

𝛿
) ln (

1

𝑅(𝜃)
)                                      (92) 

considerando que, 

                                  𝑐 =
1

√𝜇𝜀
=

1

√𝜇0𝜇𝑟𝜀0𝜀𝑟

=
1

√𝜇0𝜀0

1

√𝜇𝑟𝜀𝑟

=
𝑐0

√𝜀𝑟

, 𝜇𝑟 = 1                    (93) 

substituindo a relação (93) na equação (92), tem-se finalmente, 

                                                       𝑠𝑥,𝑦 = 1 − 𝑗
(𝑛 + 1)𝑐0

2𝜔√𝜀𝑟𝛿
(
𝜌

𝛿
) ln (

1

𝑅(𝜃)
)                                      (94) 

considerando a utilização do polinômio de grau 𝑛 = 2, a equação (94) fica dada por 

(ESQUERRE, 2003): 

                                                       𝑠𝑥,𝑦 = 1 − 𝑗
3𝑐0

2𝜔√𝜀𝑟𝛿
(
𝜌

𝛿
) ln (

1

𝑅(𝜃)
)                                        (95). 

Com os parâmetros da PML definidos, pode-se avaliar a equação de onda, 

considerando a equação (85) e desenvolvendo o primeiro termo do lado direito da equação, 

tem-se 

∇𝑠 ×
1

𝜇
∇𝑠 × 𝐸 = [

1

𝑠𝑦

𝜕

𝜕𝑦
(
1

𝜇

1

𝑠𝑥

𝜕𝐸𝑦

𝜕𝑥
) −

1

𝑠𝑦

𝜕

𝜕𝑦
(
1

𝜇

1

𝑠𝑦

𝜕𝐸𝑥

𝜕𝑦
)] 𝑥̂ + 

                                [
1

𝑠𝑥

𝜕

𝜕𝑥
(
1

𝜇

1

𝑠𝑦

𝜕𝐸𝑥

𝜕𝑦
) −

1

𝑠𝑥

𝜕

𝜕𝑥
(
1

𝜇

1

𝑠𝑥

𝜕𝐸𝑦

𝜕𝑥
)] 𝑦̂ + 

                                                              [−
1

𝑠𝑥

𝜕

𝜕𝑥
(
1

𝜇

1

𝑠𝑥

𝜕𝐸𝑧

𝜕𝑥
) −

1

𝑠𝑦

𝜕

𝜕𝑦
(
1

𝜇

1

𝑠𝑦

𝜕𝐸𝑧

𝜕𝑦
)] 𝑧̂                      (96) 

substituindo a equação (96) em (85), obtém-se três equações escalares, uma para cada 

coordenada, observa-se que na equação (96), na coordenada 𝑧̂, tem-se uma equação que 

depende apenas do campo 𝐸𝑧, podendo ser resolvida independentemente das demais. Desta 

forma, para a componente 𝑧̂, tem-se 

                      −
1

𝑠𝑥

𝜕

𝜕𝑥
(
1

𝜇

1

𝑠𝑥

𝜕𝐸𝑧

𝜕𝑥
) −

1

𝑠𝑦

𝜕

𝜕𝑦
(
1

𝜇

1

𝑠𝑦

𝜕𝐸𝑧

𝜕𝑦
) + 𝜀

𝜕2𝐸𝑧

𝜕𝑡2
+ 𝜎𝑒

𝜕𝐸𝑧

𝜕𝑡
= −

𝜕𝐽𝑖
𝜕𝑡

                 (97) 

na qual a equação (97) é conhecida como sendo a equação escalar de Helmholtz, que descreve 
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o comportamento temporal e espacial do domínio eletromagnético. Considerando que, 

                                                                             𝑠𝑥 = 𝑠𝑦 = 𝑠                                                               (98) 

pode-se assumir valores fixados para cada região da PML, conforme demonstrado na figura 4. 

A tabela 1 demonstra estes valores de 𝑠𝑥
′  e 𝑠𝑦

′  (ESQUERRE, 2003; JIN, 2014). 

 

Tabela 1 - Valores dos parâmetros 𝑠𝑥
′  e 𝑠𝑦

′ . 

 𝑠𝑥
′  𝑠𝑦

′  

⊥ 𝑥 1 𝑠 

⊥ 𝑦̂ 𝑠 1 

⊥ 𝑥, 𝑦̂ 1 1 

 

 Na região de propagação os valores de 𝑠, 𝑠𝑥
′  e 𝑠𝑦

′  são unitários, permitindo a 

propagação da onda eletromagnética no meio. Desta forma, a equação (97) pode ser reescrita 

como: 

                     −
𝑠𝑥
′

𝑠

𝜕

𝜕𝑥
(
1

𝜇

𝑠𝑥
′

𝑠

𝜕𝐸𝑧

𝜕𝑥
) −

𝑠𝑦
′

𝑠

𝜕

𝜕𝑦
(
1

𝜇

𝑠𝑦
′

𝑠

𝜕𝐸𝑧

𝜕𝑦
) + 𝜀

𝜕2𝐸𝑧

𝜕𝑡2
+ 𝜎𝑒

𝜕𝐸𝑧

𝜕𝑡
= −

𝜕𝐽𝑖
𝜕𝑡

                (99). 

 Nos casos de óptica, comumente não há interesse em casos nos quais há cargas livres 

ou densidades de correntes, portanto, para este trabalho em específico, considera-se a fonte de 

densidade de corrente 𝐽𝑖 igual a zero. Desta forma, a equação (99) fica dada por: 

                           −
𝑠𝑥
′

𝑠

𝜕

𝜕𝑥
(
1

𝜇

𝑠𝑥
′

𝑠

𝜕𝐸𝑧

𝜕𝑥
) −

𝑠𝑦
′

𝑠

𝜕

𝜕𝑦
(
1

𝜇

𝑠𝑦
′

𝑠

𝜕𝐸𝑧

𝜕𝑦
) + 𝜀

𝜕2𝐸𝑧

𝜕𝑡2
+ 𝜎𝑒

𝜕𝐸𝑧

𝜕𝑡
= 0                (100). 

 Para obter a solução com o método dos elementos finitos, é necessário aplicar o 

método de Galerkin (JIN, 2014), portanto, deve-se inicialmente obter o resíduo da equação 

(100), conforme demonstrado abaixo:  

                          −
𝑠𝑥
′

𝑠

𝜕

𝜕𝑥
(
1

𝜇

𝑠𝑥
′

𝑠

𝜕𝐸𝑧

𝜕𝑥
) −

𝑠𝑦
′

𝑠

𝜕

𝜕𝑦
(
1

𝜇

𝑠𝑦
′

𝑠

𝜕𝐸𝑧

𝜕𝑦
) + 𝜀

𝜕2𝐸𝑧

𝜕𝑡2
+ 𝜎𝑒

𝜕𝐸𝑧

𝜕𝑡
= 𝑟                  (101) 

e assim, o resíduo ponderado para o domínio computacional fica dado por (JIN, 2014): 

                                                         𝑅 = ∬ 𝑟 𝑑Ω
Ω

, 𝑖 = 1,2,3.                                               (102). 

 Aplicando o resíduo (101) na equação (102) e considerando que o domínio é truncado 

por PEC, tem-se: 

          𝑅 = ∬ [−
𝑠𝑥
′

𝑠

𝜕

𝜕𝑥
(
1

𝜇

𝑠𝑥
′

𝑠

𝜕𝐸𝑧

𝜕𝑥
) −

𝑠𝑦
′

𝑠

𝜕

𝜕𝑦
(
1

𝜇

𝑠𝑦
′

𝑠

𝜕𝐸𝑧

𝜕𝑦
) + 𝜀

𝜕2𝐸𝑧

𝜕𝑡2
+ 𝜎𝑒

𝜕𝐸𝑧

𝜕𝑡
 ]

Ω

𝑑x dy       (103). 
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Com o domínio discretizado, o campo elétrico fica dado em função do somatório dos 

campos elétricos individuais de cada elemento, conforme demonstrado a seguir: 

                                                                         𝐸𝑧 = ∑𝐸𝑧𝑖

𝑁

𝑖=1

𝑁𝑖
𝑒                                                          (104) 

onde 𝐸𝑧𝑖
 é o campo elétrico dos elementos finitos triangulares, 𝑁𝑖

𝑒 é a função de base 𝑖 do 

elemento finito 𝑒 conforme descrito na equação (21) e 𝑁 é a quantidade de elementos finitos 

no domínio computacional. Conforme demonstrado na equação (20), o campo elétrico do 

elemento finito triangular é dado por: 

                                                                         𝐸𝑧𝑖
= ∑𝐸𝑧𝑗

𝑁𝑗
𝑒

3

𝑗=1

                                                        (105) 

em que 𝐸𝑧𝑗
 corresponde ao campo elétrico dos nós dos elementos finitos triangulares e 𝑁𝑗

𝑒 é a 

função de base 𝑗 do elemento 𝑒, portanto, 𝐸𝑧 é definido como: 

                                                                  𝐸𝑧 = ∑∑𝐸𝑧𝑗
𝑁𝑖

𝑒𝑁𝑗
𝑒

3

𝑗=1

𝑁

𝑖=1

                                                   (106). 

 Substituindo a equação (106) na equação (103), é obtido então uma equação integral 

equivalente do sistema dado pelo método de Galerkin, assim: 

𝑅 = ∑∑∬ [−
𝑠𝑥
′

𝑠

𝜕

𝜕𝑥
(
1

𝜇

𝑠𝑥
′

𝑠

𝜕𝐸𝑧𝑗
𝑁𝑖

𝑒𝑁𝑗
𝑒

𝜕𝑥
) −

𝑠𝑦
′

𝑠

𝜕

𝜕𝑦
(
1

𝜇

𝑠𝑦
′

𝑠

𝜕𝐸𝑧𝑗
𝑁𝑖

𝑒𝑁𝑗
𝑒

𝜕𝑦
) + 𝜀

𝜕2𝐸𝑧𝑗
𝑁𝑖

𝑒𝑁𝑗
𝑒

𝜕𝑡2
Ω𝑒

3

𝑗=1

𝑁

𝑖=1

+ 𝜎𝑒

𝜕𝐸𝑧𝑗
𝑁𝑖

𝑒𝑁𝑗
𝑒

𝜕𝑡
 ] 𝑑𝑥 𝑑𝑦                                                                                      (107). 

 Efetuando a integração por partes da equação (107), para reescrever as integrais que 

tem segunda derivada espacial, em integrais de derivadas de primeira ordem, e efetuando o 

somatório, obtém-se como resultado uma equação diferencial ordinária (ODE) matricial 

característica do método 𝐹𝐸𝑇𝐷, conforme demonstrado na equação (31), assim (JIAO; JIN, 

2002): 

                                                       [𝑇]
𝜕2{𝐸}

𝜕𝑡2
+ [𝑇𝜎]

𝜕{𝐸}

𝜕𝑡
+ [𝑆]{𝐸} = 0                                      (108) 

onde nesta equação, {𝐸} é dado por 

                                                                   {𝐸} = [𝐸𝑧1
, 𝐸𝑧2

, … , 𝐸𝑧𝑁
]
𝑇
                                               (109) 
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e as matrizes [𝑇], [𝑇𝜎] e [𝑆] são matrizes quadradas, simétricas e esparsas, dadas por: 

                                                                 𝑇𝑖𝑗
𝑒 = ∬ 𝜀𝑁𝑖

𝑒𝑁𝑗
𝑒 𝑑𝑥 𝑑𝑦

Ω𝑒

                                                (110), 

                                                               𝑇𝜎𝑖𝑗
𝑒 = ∬ 𝜎𝑒𝑁𝑖

𝑒𝑁𝑗
𝑒 𝑑x dy

Ω𝑒

                                              (111), 

                                             𝑆𝑖𝑗
𝑒 = ∬

1

𝜇
[
𝑠𝑥
′ 2

𝑠2

𝜕𝑁𝑖
𝑒

𝜕𝑥

𝜕𝑁𝑗
𝑒

𝜕𝑥
+

𝑠𝑦
′ 2

𝑠2

𝜕𝑁𝑖
𝑒

𝜕𝑦

𝜕𝑁𝑗
𝑒

𝜕𝑦
]

Ω𝑒

 𝑑x dy                    (112).  

 Os parâmetros 𝑠𝑥
′ , 𝑠𝑦

′  e 𝑠 estão dados pela tabela 1 e pela equação (94), 

respectivamente, e também demonstrados na figura 4. 

  

2.2 DISCRETIZAÇÃO NO DOMÍNIO DO TEMPO COM O MÉTODO DE NEWMARK-𝛽 

 

 Para efetuar a discretização no domínio do tempo, a variável de tempo 𝑡, pode ser 

escrita como: 

                                                             𝑡 = 𝑛Δ𝑡, 𝑛 = 0,1, … ,∞                                                (113) 

onde Δ𝑡 é comumente chamado de intervalo do passo de tempo e 𝑛 corresponde ao passo de 

tempo. O intervalo do passo de tempo Δ𝑡, pode ser determinado por: 

                                                                          Δ𝑡 =
𝑡𝑓 − 𝑡0

𝑓𝑠
                                                              (114) 

na qual, 𝑡𝑓 e 𝑡0 são o tempo final e inicial, respectivamente, e 𝑓𝑠 é correspondente a frequência 

de amostragem do sinal. 

No decorrer deste tópico, por uma questão de simplicidade, o campo elétrico no 

domínio do tempo é dado por: 

                                                                            𝐸(𝑛Δ𝑡) = 𝐸𝑛                                                           (115) 

em que o sobrescrito 𝑛 representa o passo de tempo. 

No método das diferenças frontais (Forward Difference), a função 𝑢(𝑡 + Δ𝑡) fica dada 

pela expansão da série de Taylor com relação a 𝑡 por (JIN, 2014): 

                                             𝑢(𝑡 + Δ𝑡) = 𝑢(𝑡) +
𝜕𝑢

𝜕𝑡
Δ𝑡 +

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2

Δ𝑡2

2!
+ 𝑂[Δ𝑡3]                           (116) 

onde 𝑂[Δ𝑡3] denota a soma de todos os termos remanescentes que contém Δ𝑡𝑝 com 𝑝 ≥ 3. 

Considerando a equação (116), tem-se 

                                                           
𝜕𝑢

𝜕𝑡
=

𝑢(𝑡 + Δ𝑡) − 𝑢(𝑡)

Δ𝑡
+ 𝑂[Δ𝑡]                                         (117) 
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desconsiderando a soma dos termos remanescentes 𝑂[Δ𝑡], a equação (117) fica dada por: 

                                                     
𝜕𝑢

𝜕𝑡
≈

𝑢(𝑡 + Δ𝑡) − 𝑢(𝑡)

Δ𝑡
≈

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛

Δ𝑡
                                     (118) 

na qual, esta aproximação é chamada de representação das diferenças frontais (JIN, 2014). Ao 

aplicar a diferença frontal em 𝜕𝑢/𝜕𝑡, obtém-se a representação da diferença frontal da 

segunda derivada temporal, assim: 

               
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
≈ −

1

Δ𝑡2
(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛) +

1

Δ𝑡2
𝑢𝑛+2 −

1

Δ𝑡2
𝑢𝑛+1 ≈

𝑢𝑛+2 − 2𝑢𝑛+1 + 𝑢𝑛

Δ𝑡2
        (119) 

na qual é chamado de precisão de primeira ordem (JIN, 2014). Aplicando a equação (119) e 

(99) na equação (108), tem-se 

        
1

Δ𝑡2
[𝑇]{𝐸}𝑛+1 = {

2

Δ𝑡2
[𝑇] −

1

Δ𝑡
[𝑇𝜎]} {𝐸}𝑛 − {

1

Δ𝑡2
[𝑇] −

1

Δ𝑡
[𝑇𝜎] + [𝑆]} {𝐸}𝑛−1      (120).  

 Observa-se que para este sistema, é necessário efetuar uma entrada {𝐸}0 e {𝐸}1, para 

então o sistema ser resolvido, obtendo-se {𝐸}2, este processo é comumente chamado de 

𝑡𝑖𝑚𝑒 𝑠𝑡𝑒𝑝𝑝𝑖𝑛𝑔. O método das diferenças frontais é condicionalmente estável. 

 Um método semelhante ao método das diferenças frontais, é o método de Newmark 

introduzido em 1959, tem por objetivo efetuar a discretização no domínio temporal, é um 

método de integração direta muito útil, em que originalmente foi desenvolvido para utilização 

em dinâmica estrutural (NEWMARK, 1959). Neste método, a função 𝑢(𝑡) e suas derivadas 

no tempo ficam dadas por: 

                𝑢(𝑡 + Δ𝑡) = 𝑢(𝑡) + Δ𝑡
𝜕𝑢(𝑡)

𝜕𝑡
+ (

1

2
− 𝛽)Δ𝑡2

𝜕2𝑢(𝑡)

𝜕𝑡2
+ 𝛽Δ𝑡2

𝜕𝑢(𝑡 + Δ𝑡)

𝜕𝑡2
         (121) 

e,  

                         
𝜕𝑢(𝑢 + Δ𝑡)

𝜕𝑡
=

𝜕𝑢(𝑡)

𝜕𝑡
+ (1 − 𝛾)Δ𝑡

𝜕2𝑢(𝑡)

𝜕𝑡2
+ 𝛾Δ𝑡

𝜕2𝑢(𝑡 + Δ𝑡)

𝜕𝑡2
                    (122) 

onde 𝛽 e 𝛾 são dois parâmetros que devem ser escolhidos para controlar a precisão e 

estabilidade do tempo de integração. Utilizando as equações (121) e (122) pode-se chegar na 

equação diferencial de segunda ordem. Desta forma, aplicando o método de Newmark para 

discretizar a equação (108), tem-se 

{
1

Δ𝑡2
[𝑇] +

𝛾

Δ𝑡
[𝑅] + 𝛽[𝑆]} {𝐸}𝑛+1 = {

2

Δ𝑡2
[𝑇] −

(1 − 2𝛾)

Δ𝑡
[𝑇𝜎] − (

1

2
+ 𝛾 − 2𝛽) [𝑆]} {𝐸}𝑛 

                                     − {
1

Δ𝑡2
[𝑇] −

(1 − 𝛾)

Δ𝑡
[𝑇𝜎] + (

1

2
− 𝛾 + 𝛽) [𝑆]} {𝐸}𝑛−1                       (123). 

 A versão mais usual do método de Newmark é dada pela escolha de 𝛾 = 1/2, na qual, 

este método é conhecido como método de Newmark-𝛽 (JIN, 2014). Desta forma, a equação 
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(123) pode ser reescrita como: 

{
1

Δ𝑡2
[𝑇] +

1

2Δ𝑡
[𝑇𝜎] + 𝛽[𝑆]} {𝐸}𝑛+1 = {

2

Δ𝑡2
[𝑇] − (1 − 2𝛽)[𝑆]} {𝐸}𝑛 

                                                  − {
1

Δ𝑡2
[𝑇] −

1

2Δ𝑡
[𝑇𝜎] + 𝛽[𝑆]} {𝐸}𝑛−1                                       (124). 

 Uma escolha ótima para o valor de β, é dada por todo 𝛽 ≥ 1/4, assim o sistema se 

torna incondicionalmente estável (JIN, 2014). Desta forma a equação (124) pode ser dada por: 

                                                   [𝑀0]{𝐸}𝑛+1 = −[𝑀1]{𝐸}𝑛 − [𝑀2]{𝐸}𝑛−1                                (125) 

na qual,  

                                                         [𝑀0] =
1

Δ𝑡2
[𝑇] +

1

2Δt
[𝑇𝜎] +

1

4
[𝑆]                                       (126) 

                                                                [𝑀1] = −
2

Δ𝑡2
[𝑇] +

1

2
[𝑆]                                                 (127) 

                                                        [𝑀2] =
1

Δ𝑡2
[𝑇] −

1

2Δ𝑡
[𝑇𝜎] +

1

4
[𝑆]                                       (128). 

 Considerando o sistema matricial demonstrado na equação (124) para um meio sem 

perdas, ou seja, [𝑇𝜎] = [0], e sabendo que os meios com perdas não alteram o efeito da 

condição de estabilidade (JIN, 2014), a equação (124) pode ser escrita como: 

{
1

Δ𝑡2
[𝑇] + 𝛽[𝑆]} {𝐸}𝑛+2 − {

2

Δ𝑡2
[𝑇] − (1 − 2𝛽)[𝑆]} {𝐸}𝑛+1 

                                                             + {
1

Δ𝑡2
[𝑇] + 𝛽[𝑆]} {𝐸}𝑛 = 0                                              (125) 

em que transformada-z correspondente da equação (125) está demonstrada a seguir: 

 {
1

Δ𝑡2
[𝑇] + 𝛽[𝑆]} 𝑧2{𝐸̇} − {

2

Δ𝑡2
[𝑇] − (1 − 2𝛽)[𝑆]} 𝑧{𝐸̇} + {

1

Δ𝑡2
[𝑇] + 𝛽[𝑆]} {𝐸̇} = 0   (126). 

Para o sistema matricial usando o método de Newmark-𝛽, a equação característica é 

dada por (JIN, 2014): 

                                                   (𝑧 − 1)2 + 𝜆[𝛽𝑧2 + (1 − 2𝛽)𝑧 + 𝛽] = 0                                 (127) 

onde 𝜆 é o autovalor da equação (126) em um meio sem perda. Quando 𝛽 ≥ 1/4, as raízes da 

equação característica (127) estão sempre dentro do círculo unitário, assim, o método 

Newmark-𝛽 com 𝛽 ≥ 1/4 é incondicionalmente estável conforme afirmado anteriormente 

(JIN, 2014).  
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2.3 EXPERIMENTOS E RESULTADOS 

 

Nas seções anteriores, está demonstrado um algoritmo para a simulação da 

propagação de ondas eletromagnéticas no domínio do tempo utilizando o FETD com PMLs 

como condições absorvedoras com a fronteira do domínio computacional truncada por um 

𝑃𝐸𝐶. Através do método Newmark-𝛽 a segunda derivada temporal é considerada, com isso, 

obtém-se a possibilidade de simular a propagação de pulsos de alta frequência, e conforme 

demonstrado, o método é incondicionalmente estável para 𝛽 ≥ 1/4, sendo possível a 

utilização de passos de tempo maiores. Sendo assim, nesta seção, o algoritmo desenvolvido é 

validado, aplicando-se o método para casos específicos, com o intuito de demonstrar 

computacionalmente os fenômenos eletromagnéticos e comparar os resultados numéricos 

obtidos com os analíticos. Os resultados demonstrados nesta seção, estão limitados pelo 

ambiente de simulação com as especificações demonstradas na tabela 2. 

 

Tabela 2 - Características do ambiente de simulação. 

Processador Intel Core i5-7400 

Clock 3.5 GHz 

Memória RAM 8 GB 

Sistema Operacional Windows 10 Pro 64 bits 

MATLAB R2018 

 

 

2.3.1 Propagação no Espaço Livre 

 

O primeiro problema proposto, é para validar a propagação da onda eletromagnética 

no espaço livre, isto é, em um meio sem perdas, excitando o campo elétrico 𝐸𝑧 através de uma 

fonte de onda plana em direção a borda condutora eletricamente perfeita. A figura 12 ilustra o 

caso 1, onde tem-se a fonte de onda plana em uma extremidade e o PEC em outra 

extremidade, no centro do domínio Ω há um ponto de observação para efetuar a medição dos 

resultados numéricos. Este domínio tem dimensões 𝐿 e 𝐶 referentes a largura e comprimento, 

respectivamente. 
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Figura 12 – Domínio Ω, caso 1. 

  

Fonte: Próprio autor. 

 

 Considerando uma onda plana a uma frequência de 10 GHz propagando-se no espaço 

livre (vácuo), sem perdas, incidente a uma superfície plana 𝑃𝐸𝐶, isto é, 𝜎2 → ∞. Tem-se que 

                                                                     lim
𝜎2→∞

𝜎2

𝜔𝜀0
= ∞ ≫ 1                                                       (128) 

na qual a relação (128) indica que a região PEC é perfeitamente condutora para qualquer 

frequência. Para bons condutores a constante de atenuação α e a constante de fase 𝛽, ficam 

dados por: 

                                                                      𝛼2 = 𝛽2 = √
𝜔𝜇0𝜎2

2
                                                    (129) 

portanto, o ângulo de transmissão fica dado por (BALANIS, 1989): 

                                             sin 𝜃𝑡 =
𝑗𝛽1

𝛼2 + 𝑗𝛽2
sin 𝜃𝑖 =

𝑗𝛽1

√
𝜔𝜇0𝜎2

2
(1 + 𝑗)

sin 𝜃𝑖                          (130) 

aplicando o limite em (130) com 𝜎2 tendendo ao infinito, tem-se 

                                     lim
𝜎2→∞

sin 𝜃𝑡 = lim
𝜎2→∞

𝑗𝛽1

√
𝜔𝜇0𝜎2

2
(1 + 𝑗)

sin 𝜃𝑖 = 0 ∴ 𝜃𝑡 = 0                     (131). 

 Do ângulo de transmissão 𝜃𝑡 = 0, o coeficiente de reflexão para polarização 

perpendicular pode ser reduzido para: 

                              Γ⊥ =
𝜂2 cos 𝜃𝑖 − 𝜂1 cos 𝜃𝑡

𝜂2 cos 𝜃𝑖 + 𝜂1 cos 𝜃𝑡
=

𝜂2 cos 𝜃𝑖 − 𝜂1

𝜂2 cos 𝜃𝑖 + 𝜂1
=

cos 𝜃𝑖 − 𝜂1/𝜂2

cos 𝜃𝑖 + 𝜂1/𝜂2
               (132). 

 Para o espaço livre, a impedância intrínseca 𝜂1 é dada por: 

                                                                                𝜂1 = √
𝜇0

𝜀0
                                                             (133) 

e para o PEC, a impedância intrínseca 𝜂2 fica dada pela equação (134). 
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                                                                        𝜂2 = √
𝑗𝜔𝜇0

𝜎2 + 𝑗𝜔𝜀0
                                                      (134) 

Efetuando a relação 𝜂1/𝜂2, tem-se 

                                                     
𝜂1

𝜂2
=

√
𝜇0

𝜀0

√
𝑗𝜔𝜇0

𝜎2+𝑗𝜔𝜀0

= √
𝜎2

𝑗𝜔𝜀0
+ 1 ≈ √

𝜎2

𝑗𝜔𝜀0
                                  (135) 

onde 

                                                    lim
𝜎2→∞

𝜂1

𝜂2
= lim

𝜎2→∞
√

𝜎2

𝑗𝜔𝜀0
= ∞ ≫ 1 ≥ cos 𝜃𝑖                            (136). 

 Substituindo a relação (135) na equação (132), tem-se 

                                                                   Γ ⊥ =
cos 𝜃𝑖 − √𝜎2/𝑗𝜔𝜀0

cos 𝜃𝑖 + √𝜎2/𝑗𝜔𝜀0

                                              (137) 

considerando o ângulo de incidência 𝜃𝑖 = 0 e a relação (136), o coeficiente de reflexão para 

polarização perpendicular fica dado por: 

                                                                   Γ⊥ =
−√𝜎2/𝑗𝜔𝜀0

√𝜎2/𝑗𝜔𝜀0

≅ −1                                                (138) 

assim para condutores muito bons, o ângulo de refração se aproxima de zero e a magnitude da 

reflexão para polarização perpendicular se aproxima da unidade, independentemente do 

ângulo de incidência. Portanto o campo elétrico refletido a ser observado, fica dado por: 

                                                                               𝐸𝑟 = Γ⊥𝐸𝑓                                                             (139) 

onde 𝐸𝑓 corresponde ao campo elétrico da fonte. Considerando que o campo elétrico da fonte 

é um pulso senoidal, conforme descrito abaixo: 

                                                                       𝐸𝑓 = sin(2𝜋𝑓0𝑛𝛥𝑡)                                                    (140) 

o campo elétrico refletido, fica dado por: 

                                                                     𝐸𝑟 = −sin(2𝜋𝑓0𝑛𝛥𝑡)                                                 (141). 

 Para a simulação utilizando o FETD, utilizou-se um pulso senoidal com duração de 

0,1ns, com 600 passos de tempo no total, o domínio computacional com uma largura de 1𝜆 e 

um comprimento de 6𝜆. Para o domínio computacional com o comprimento de 6𝜆 a onda 

deve viajar 3 ciclos para chegar ao ponto de medição e mais 6 ciclos para retornar devido a 

reflexão, conforme a figura 14 demonstra. A malha contém 8150 elementos finitos 

triangulares, 4251 nós, sendo que 29 são nós da fonte e 29 são nós do PEC. O tempo de 

observação é de 1,2ns. A figura 13 demonstra a discretização da fonte de excitação. 
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Figura 13 - Fonte de excitação no tempo. 

  

Fonte: Próprio autor. 

Figura 14 - Amplitude do campo elétrico em função do tempo, no ponto de observação. 

  

Fonte: Próprio autor. 

A figura 15 apresenta a evolução no tempo do pulso senoidal ao longo da direção de 

propagação para cada 50 passos de tempo, até a reflexão total (350 passos de tempo). 
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Figura 15 - Evolução do campo elétrico no domínio computacional em (a) n=50 

 (b) n=100 (c) n=150 (d) n=200 (e) n=250 (f) n=300 (g) n=350. 

 

Fonte: Próprio autor. 
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 Na figura 14 e 15, nota-se que ocorre a reflexão total, com o campo refletido defasado 

de 180º do sinal da fonte, conforme previsto teoricamente. Nota-se também na figura 14, que 

ocorrem ruídos que antecedem a onda propagante, devido a discretização do domínio 

espacial, na figura 15 é perceptível graficamente estes ruídos. 

 

2.3.2 Propagação no Espaço Livre com PMLs 

 

Para o segundo problema proposto, aplica-se o algoritmo desenvolvido para analisar 

o desempenho das PMLs através da propagação da onda eletromagnética no espaço livre com 

condições absorventes. Similar ao primeiro problema proposto, excita-se o campo elétrico 𝐸𝑧 

através de uma fonte de onda plana em direção as PMLs com o domínio computacional 

truncado por uma região PEC. Na figura 16 o segundo problema proposto está demonstrado. 

A posição da fonte de onda plana encontra-se na extremidade esquerda do domínio e as PMLs 

com a região PEC na extremidade direita, na região de análise há um ponto de observação 

para efetuar as medições do campo elétrico.  

 

Figura 16 – Domínio Ω, caso 2. 

 

Fonte: Próprio autor. 

 

Conforme demonstração teórica, as PMLs têm por objetivo atenuar a onda propagante 

de forma a não se obter reflexões na interface com a região de análise, desta forma, conforme 

denominação, serem perfeitamente casadas com o meio. Porém, devido a discretização do 

domínio espacial observa-se através de simulações que há reflexões residuais.  

No algoritmo desenvolvido, utilizou-se um pulso senoidal com duração de 0,1ns, com 

600 passos de tempo no total, idêntico ao demonstrado na figura 13. A malha contém 10236 

elementos finitos triangulares, 5336 nós, sendo que 28 são nós da fonte, 27 são nós do PEC, e 
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1847 nós pertencem a região da PML, contendo 3836 elementos finitos, na qual corresponde a 

71 camadas perfeitamente casadas. O tempo de observação utilizado é de 1,2ns. 

Considerando o perfil de condutividade polinomial de grau 3, dado por: 

                                                                     𝜎(𝜌) = 𝜎𝑚 (
𝜌

𝐶𝑃𝑀𝐿
)
3

                                                     (142) 

 na qual 𝐶𝑃𝑀𝐿 corresponde ao comprimento da região PML igual a 3𝜆 e 𝜎𝑚 igual a 6,7461 𝑆/

𝑚, tem-se o perfil de condutividade demonstrado na figura 17. 

 

Figura 17 - Condutividade polinomial de grau 3. 

  

Fonte: Próprio autor. 

  

 Desta forma, a reflexão teórica, conforme equação (89), é dada pela expressão a 

seguir: 

                                                 𝑅(0) = 𝑒−(
2

𝑛+1
)(

𝜎𝑚𝛿

𝜀𝑐
) cos(𝜃)

= 𝑒
−(

2

3+1
)(

𝜎𝑚𝛿

𝜀0𝑐0
)
                                (143). 

 A fim de mensurar a eficiência obtida pela PML para a frequência de 10 GHz, é 

necessário observar o campo elétrico refletido e comparar com o campo elétrico incidente. A 

figura 18 demonstra os campos elétricos obtidos no tempo de observação. 
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Figura 18 - Campo elétrico incidente e refletido no ponto de observação da região de análise. 

  

Fonte: Próprio autor. 

 O pulso positivo da fonte é acompanhado de ruídos, conforme demonstrado 

anteriormente, estes ruídos refletidos se somam com a reflexão do pulso positivo aumentando 

a reflexão numérica, observada no pico negativo do pulso refletido. Por este motivo, 

considera-se o pico positivo do pulso refletido, que corresponde ao pico negativo da fonte.  

A amplitude numérica no ponto de observação do pico negativo da fonte é dada por: 

                                                                 𝐸𝑝𝑛 = 0,99494 [𝑉/𝑚]                                                     (144) 

e a amplitude do pico positivo refletido é da ordem de: 

                                                                   𝐸𝑝𝑟 = 0,0355 [𝑉/𝑚]                                                      (145) 

relacionando os picos obtidos, tem-se o coeficiente de reflexão de: 

                                                     Γ =
𝐸𝑟

𝐸𝑖
=

𝐸𝑝𝑟

𝐸𝑝𝑛
=

0,0355

0,99494
≅ 0,0357                                        (146) 

em dB, tem-se 

                                                                  Γ(𝑑𝐵) = 20 log10|Γ|                                                      (147) 

resultando em um coeficiente de reflexão de Γ𝑑𝐵 = −28,95 𝑑𝐵. O coeficiente de reflexão 

obtido é perfeitamente coerente com a natureza reflexiva da PML, utilizando o perfil de 
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condutividade de grau 3. A figura 19 demonstra a evolução do campo elétrico no domínio 

computacional. 

Figura 19 - Evolução do campo elétrico no domínio computacional em (a) n=50 

 (b) n=150 (c) n=250 (d) n=300 (e) n=325 (f) n=350 (g) n=375 (h) n=400. 

 

Fonte: Próprio autor. 
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3 EXPERIMENTOS E RESULTADOS 

 

O capítulo anterior demonstrou o desenvolvimento das equações de onda escalar 

bidimensional para o campo elétrico que descreve o comportamento da onda eletromagnética, 

na qual o meio é descrito pelos parâmetros construtivos (𝜀, 𝜇 e 𝜎). Para solucionar a equação 

característica é necessário discretizar o domínio espacial e temporal, de tal forma que o 

sistema é transformado em um conjunto de equações matriciais recursivas que formam a base 

do FETD. 

Este capítulo apresenta a solução da equação de onda aplicada a células fotovoltaicas 

utilizando o FETD, com o objetivo de demonstrar a distribuição e a absorção do campo 

elétrico no interior da célula fotovoltaica, e obter a tensão elétrica nos terminais. A primeira 

parte deste capítulo apresenta a solução da equação de onda aplicada a um material 

semicondutor, comparando os resultados analíticos com os resultados numéricos obtidos. A 

segunda parte apresenta a modelagem da célula fotovoltaica convencional e a modelagem do 

espectro luminoso. A terceira parte mostra a simulação e resultados obtidos para o 

experimento proposto utilizando o algoritmo numérico desenvolvido. 

 

3.1 EXPERIMENTO EM MATERIAL SEMICONDUTOR 

 

O experimento proposto é para observar o comportamento da propagação da onda 

eletromagnética no espaço livre, excitando o campo elétrico 𝐸𝑧 através de uma fonte 

isotrópica em direção a um material semicondutor. A figura 20 demonstra o experimento, 

onde tem-se a fonte isotrópica em uma extremidade e o material semicondutor em outra 

extremidade, o material tem 4𝜆 de largura e 2𝜆 de comprimento, no centro do domínio Ω e 

nas extremidades do material há pontos de observação para efetuar as medições dos resultados 

numéricos. Este domínio tem dimensões 𝐿 = 12𝜆 e 𝐶 = 12𝜆 referentes a largura e 

comprimento, respectivamente. 

No algoritmo desenvolvido, utilizou-se um pulso senoidal com frequência de 10 GHz 

correspondente a duração de 0,1ns, com 600 passos de tempo no total, conforme demonstrado 

na figura 21. A malha contém 13621 elementos finitos triangulares, 6978 nós, sendo que 50 

são nós da fonte, 333 são nós do PEC, e 4520 nós pertencem a região da PML, na qual 

corresponde a 16 camadas perfeitamente casadas. O tempo de observação utilizado é de 1,6ns. 
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Figura 20 – Propagação da onda na região de análise. 

 

Fonte: Próprio autor. 

Figura 21 - Fonte de excitação no tempo. 

  

Fonte: Próprio autor. 



 54 

 A malha de elementos finitos está demonstrada na figura 22, na qual os elementos em 

vermelho na região de contorno Γ correspondem a região PEC, a região com cores azuis 

correspondem as PMLs, o material semicondutor no domínio Ω está representado pelo 

retângulo em vermelho, a fonte está representada pela região em magenta, e por fim, os 

círculos na cor preta são os pontos de observação. A escala demonstrada na figura está em 

metros. 

 

Figura 22 - Malha de elementos finitos do experimento proposto. 

  

Fonte: Próprio autor. 

 

 Considerando uma fonte de onda isotrópica, na qual o material semicondutor está 

suficientemente afastado para considerar como sendo uma onda plana, tem-se o fenômeno 

eletromagnético demonstrado na figura 23. 
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Figura 23 - Intensidade de campo elétrico e densidade de corrente elétrica em um material 

semicondutor. 

  

Fonte: Balanis, 1989. 

 

 Desta forma, assumindo que o material semicondutor é o Silício (Si) os parâmetros 

construtivos são dados por: 𝜀2 = 11,4𝜀0, 𝜇2 = 𝜇0 e 𝜎2 = 0,439 × 10−3 𝑆/𝑚 (BALANIS, 

1989). A partir da equação (128), para a frequência da onda incidente de 10 GHz, obtém-se 

𝜎2

𝜔𝜀2
=

0,439 × 10−3

2𝜋10 × 10−9(11,4.8,854 × 10−12)
= 69,22 × 10−6 ≪ 1 

o resultado obtido demonstra que o Silício para esta frequência se comporta como um 

dielétrico excelente. Assim, para dielétricos o coeficiente de reflexão pode ser obtido a partir 

da expressão (BALANIS, 1989): 

                                                                          Γ =
𝜂2 − 𝜂1

𝜂2 + 𝜂1
                                                               (148) 

na qual, a impedância intrínseca do meio 1 é igual a impedância intrínseca do ar, isto é, 𝜂1 =
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𝜂0, obtendo-se 

                                                                         Γ =
𝜂2 − 𝜂0

𝜂2 + 𝜂0
                                                               (149). 

 A partir da equação (133), para um caso geral, as impedâncias intrínsecas de materiais 

dielétricos, fica dada por: 

                                                                             𝜂 = √
𝜇

𝜀
                                                                    (150) 

desta forma, 

                                                                           𝜂2 = √
𝜇2

𝜀2
                                                                 (151), 

                                                                           𝜂0 = √
𝜇0

𝜀0
                                                                  (152) 

substituindo a equação (151) e (152) em (149), obtém-se o coeficiente de reflexão Γ: 

                                                                      Γ =
√

𝜇2

𝜀2
− √

𝜇0

𝜀0

√
𝜇2

𝜀2
+ √

𝜇0

𝜀0

                                                            (153), 

agora, considerando os dados característicos do Silício, tem-se como resultado o coeficiente 

de reflexão Γ = −0,543. Desta forma, o fenômeno eletromagnético predominante na 

simulação a ser observada deve ser a reflexão com 54,3% da onda incidente refletida para a 

frequência de 10 GHz. O campo elétrico transmitido para o meio semicondutor decai 

exponencialmente, conforme a expressão a seguir: 

                                                                  𝐸𝑡 = (1 − |Γ|)𝐸𝑖𝑒
−𝛼𝑥                                                     (154) 

na qual o 𝛼 é a constante de atenuação do meio. A partir da expressão: 

                                                                                𝛿 =
1

𝛼
                                                                    (155) 

onde, para 𝑥 = 𝛿 tem-se o ponto de decaimento de 36,79% do campo elétrico transmitido, 

denominado de skin depth. Para dielétricos a skin depth 𝛿 fica dada por (BALANIS, 1989): 

                                                                          𝛿 =
2

𝜎2
√

𝜀2

𝜇2
                                                               (156) 

substituindo os valores para o material de Silício, tem-se 𝛿 = 40,83 𝑚, isto significa que para 

a largura de 2𝜆 ≅ 6 𝑐𝑚 da placa de Silício, praticamente o campo elétrico transmitido não é 

absorvido. Assim, o campo elétrico transmitido obtido fica: 

𝐸𝑡 = 0,457𝐸𝑖𝑒
−𝑥/𝛿 . 
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Para o experimento realizado, as figuras 24 a 31 mostram a propagação da onda 

eletromagnética incidente a uma placa semicondutora de Silício. 

 

Figura 24 – Campo elétrico |𝐸𝑧| para n = 50. 

  

Fonte: Próprio autor. 

 

Figura 25 - Campo elétrico |𝐸𝑧| para n = 100. 

  

Fonte: Próprio autor. 
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Figura 26 - Campo elétrico |𝐸𝑧| para n = 150. 

  

Fonte: Próprio autor. 

 

Figura 27 - Campo elétrico |𝐸𝑧| para n = 200. 

  

Fonte: Próprio autor. 
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Figura 28 - Campo elétrico |𝐸𝑧| para n = 225. 

  

Fonte: Próprio autor. 

 

Figura 29 - Campo elétrico |𝐸𝑧| para n = 250. 

  

Fonte: Próprio autor. 
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Figura 30 - Campo elétrico |𝐸𝑧| para n = 275. 

  

Fonte: Próprio autor. 

 

Figura 31 - Campo elétrico |𝐸𝑧| para n = 300. 

  

Fonte: Próprio autor. 
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Observa-se nas imagens da simulação o fenômeno da reflexão eletromagnética, gerado 

na interface do meio com o material semicondutor (figura 27), e ainda a natureza dielétrica do 

material semicondutor de Silício com a permissividade relativa de 11,4 que causa um atraso 

na propagação da onda transmitida (figura 28). Na região das PMLs a onda é absorvida 

restando uma pequena reflexão devido a discretização espacial. 

Os campos elétricos 𝐸𝑧 obtidos nos pontos de observação MP são mostrados na figura 

32. O ponto de observação 1 denominado de MP1 está localizado a −1𝜆 do centro do 

domínio Ω entre a fonte e o material semicondutor representado pela cor azul, o ponto de 

observação 2 (MP2) está localizado na parte frontal do material semicondutor representado 

pela cor magenta, e o ponto de observação 3 (MP3) encontra-se na costa do material 

semicondutor. 

 

Figura 32 - Resultados numéricos obtidos nos pontos de observação. 

  

Fonte: Próprio autor. 
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 A amplitude medida do campo elétrico vindo da fonte é de 𝐸𝑓 = 0,95325 𝑉/𝑚, e a 

amplitude medida do campo elétrico resultante em MP2 é da ordem de 𝐸1 = 0,48688 𝑉/𝑚, 

assim a relação fica 

                                                                         |Γ𝑛𝑢𝑚| =
𝐸1

𝐸𝑓
                                                               (157) 

onde tem-se que o coeficiente de reflexão numérica |Γ𝑛𝑢𝑚| igual a 0,51076. Para obter a 

quantidade de erro numérico obtido na simulação, utiliza-se a expressão abaixo: 

                                𝑒𝑟𝑟𝑜 = 1 −
|Γ𝑛𝑢𝑚|

|Γ|
× 100 [%] =

|Γ| − |Γ𝑛𝑢𝑚|

|Γ|
× 100 [%]                      (158) 

com isso, obtém-se um erro de 5,94%. Conforme mencionado e demonstrado no capítulo 2, 

erros e ruídos são obtidos de acordo com a discretização do domínio espacial, uma vez que a 

quantidade de elementos finitos é elevada, obtém-se resultados mais confiáveis. 

 

3.2 MODELAGEM DA CÉLULA FOTOVOLTAICA 

 

 As células solares semicondutoras são dispositivos relativamente simples, em que os 

materiais semicondutores possuem a capacidade de absorver a luz e converter parte da energia 

absorvida dos fótons para densidade de corrente elétrica, dado por elétrons e lacunas. Neste 

contexto, a célula solar é basicamente um diodo semicondutor que é construído 

especificamente para absorver e converter a energia da luz vinda do sol em energia elétrica 

(LUQUE; HEGEDUS, 2003). 

 A radiação eletromagnética, inclusive a luz do sol, é composta de particulas chamadas 

de fótons, na qual carregam uma quantidade específica de energia determinada pelas 

propriedades espectrais da fonte. Os fótons exibem um caráter ondulatório com o 

comprimento de onda 𝜆 relacionado com a energia do fóton, conforme relação (LUQUE; 

HEGEDUS, 2003): 

                                                                        𝐸𝜆 = ℎ𝑓 =
ℎ𝑐

𝜆
                                                             (159) 

na qual ℎ é a constante de Plank, 𝑐 é a velocidade da luz no meio e 𝑓 é a frequência da onda 

eletromagnética. Conforme mencionado nos itens 1.5 e 1.6, somente fótons com energia 

suficiente podem gerar um par elétron-lacuna, ou seja, devem possuir energia maior que a 

energia de banda proibida (𝐸𝐺) do material semicondutor, mostrada na figura 7. Assim, a 

natureza espectral das ondas eletromagnéticas são considerações importantes para o 

desenvolvimento de células solares. 



 63 

 Uma estrutura simples para simulações a ser considerada está demonstrada na figura 

33. Onde a luz é incidente a partir do topo na frente da célula solar, uma grade metálica forma 

um dos contatos elétricos do diodo absorvendo elétrons, a camada antirreflexiva entre as 

linhas de grade aumenta a quantidade de luz transmitida para os materiais semicondutores, e o 

outro contato elétrico do diodo é formado por uma camada metálica na costa da célula solar 

(LUQUE; HEGEDUS, 2003). 

 

Figura 33 - Esquemático de uma célula solar convencional. 

 

Fonte: Luque e Hegedus, 2003. 

 

 A partir da função gaussiana modulada, dada pela expressão (JIN, 2014): 

                                                           𝑓(𝑡) = exp [−
1

2
(
𝑡

𝜏
)
2

] sin𝜔0𝑡                                             (160) 

onde 𝜔0 representa a frequência central e 𝜏 pode ser selecionado de acordo com a banda de 

frequência desejada.  

Assim, obtém-se a solução de uma frequência mínima até uma frequência máxima, 

permitindo a modelagem espectral da luz visível. O espectro de frequência é dado pela 

equação a seguir (JIN, 2014): 

                        𝑓(𝜔) = 𝑗𝜏√
𝜋

2
[exp {−

1

2
[(𝜔 + 𝜔0)𝜏]

2} − exp {−
1

2
[(𝜔 − 𝜔0)𝜏]

2}]           (161). 

 As figuras 34 e 35 mostram a função gaussiana modulada e o espectro luminoso em 

Hz e nanômetros, respectivamente. Onde 𝜏 é igual a 1,8 × 10−15 e a frequência central (𝑓𝑐) 

está dada por 5,94 × 1014 Hz. 
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Figura 34 - Sinal gaussiano modulado. 

 

Fonte: Próprio autor. 

 

Figura 35 - Espectro luminoso, em Hz e nanômetros. 

  

Fonte: Próprio autor. 

 

 Para efeito de simulações, comumente o interesse está em frequências puras, 

considerando-se nestes casos a frequência central, podendo avaliar de que forma a onda 

eletromagnética para a frequência de interesse se propaga na célula fotovoltaica.  
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 Convertendo a frequência central para comprimento de onda pela expressão abaixo: 

                                               𝑐 = 𝜆𝑓 ∴ 𝜆 =
𝑐

𝑓
→ 𝜆 =

𝑐0/𝑓

√𝜀𝑟

, 𝜇𝑟 = 1                                    (162) 

tem-se o comprimento de onda central 𝜆𝑐 igual a 504,425 𝑛𝑚. 

 

3.3 EXPERIMENTO EM CÉLULA FOTOVOLTAICA 

 

O experimento proposto tem por objetivo observar a reflexão dada pela interface da 

célula fotovoltaica modelada, observando de que forma a onda eletromagnética é transmitida 

para o meio semicondutor, medindo o campo elétrico a partir de pontos de observação obtém-

se a tensão elétrica no material semicondutor.  

A excitação é dada por uma fonte isotrópica, utilizando-se de um pulso senoidal com 

amplitude normalizada e frequência igual a frequência central (𝑓𝑐) de 5,94 × 1014 𝐻𝑧 do 

espectro luminoso mostrado na figura 35. Desta forma, o comprimento de onda 𝜆 é igual ao 

comprimento de onda central 𝜆𝑐 igual a 504,425 𝑛𝑚. Este pulso senoidal tem duração 

aproximada de 1,68 𝑓𝑠 (femtosegundo) ou 1,68 × 10−15 𝑠, com 600 discretizações do tempo 

de observação dado por 30,3 𝑓𝑠 (correspondente a 18 ciclos), conforme ilustrado na figura 

36.  

 

Figura 36 - Fonte de excitação no tempo. 

  

Fonte: Próprio autor. 
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Para este experimento um modelo simplificado é considerado, negligenciando os 

coletores frontais com o intuito de reduzir a complexidade do modelo 2D, obtendo-se como 

resultado o campo elétrico refletido pela interface do meio com a camada antirreflexiva, e o 

campo elétrico transmitido à célula fotovoltaica. 

A figura 37 ilustra o experimento proposto, onde tem-se a fonte isotrópica do lado 

esquerdo logo após as PMLs e a célula fotovoltaica localizada no centro do domínio 

computacional Ω. A célula fotovoltaica tem um comprimento 𝑑 = 3𝜆𝑐 = 1,513 𝜇𝑚 e largura 

de 6𝜆𝑐 = 3,026 𝜇𝑚. Nas extremidades da célula fotovoltaica há pontos de observação para 

efetuar as medições dos campos elétricos, localizados a uma distância de 1,24𝜆𝑐 do centro. 

Este domínio computacional Ω tem dimensões 𝐿 = 𝐶 = 5𝑑 = 7,566 𝜇𝑚. 

 

Figura 37 – Experimento numérico para simulação de célula fotovoltaica. 

 

Fonte: Próprio autor. 
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Para simular o experimento no algoritmo desenvolvido, determinou-se a malha com 

16931 elementos finitos triangulares, 8652 nós, onde 134 nós pertencem a fonte, 371 nós 

pertencem a PEC, e 5098 nós pertencem a região da PML, onde a quantidade de camadas 

perfeitamente casadas nas bordas esquerda e direita é igual a 18, e para as bordas superior e 

inferior tem-se 13 camadas. 

 A malha de elementos finitos está demonstrada na figura 38, na qual os elementos em 

vermelho pertencentes ao contorno Γ correspondem a região PEC, a fonte isotrópica está 

representada pela região em magenta, os círculos com cor preta são os pontos de observação, 

a célula fotovoltaica está destacada no centro do domínio Ω, com a região de materiais 

semicondutores do tipo 𝑛 e 𝑝 representados pela cor vermelha, a região representada por 

amarelo é a camada antirreflexiva e a região em verde é a região de contato metálico. A escala 

da figura demonstrada está em micrômetros. 

 

Figura 38 - Malha de elementos finitos do experimento. 

  

Fonte: Próprio autor. 
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 A tabela 3 descreve os parâmetros construtivos dos materiais utilizados no 

experimento. 

 

Tabela 3 – Parâmetros construtivos dos materiais. 

 
Permissividade relativa 

𝜀𝑟 

Permeabilidade 

relativa 𝜇𝑟 

Condutividade 

𝜎 (𝑆/𝑚) 

Material semicondutor 

tipo n e p 
11,4 1 1 

Camada antirreflexiva 9 1 1 × 10−11 

Contato metálico 1 1 3,8 × 107 

 

A reflexão teórica obtida na célula fotovoltaica, é determinada pela interface do ar 

com a camada antirreflexiva. Assumindo que a camada antirreflexiva é dada por um material 

arbitrário com parâmetros construtivos dados por: 𝜀𝑣 = 9𝜀0, 𝜇𝑣 = 𝜇0 e 𝜎𝑣 = 1 × 10−11 𝑆/𝑚, 

conforme tabela 3, e considerando que este material tem comportamento dielétrico, a 

impedância intrínseca fica dada por: 

                                                                         𝜂𝑣 = √
𝜇𝑣

𝜀𝑣
                                                                   (163). 

 Com isso o coeficiente de reflexão na interface Γ1 pode ser obtido a partir da expressão 

(148), dado por: 

                                                                     Γ1 =
𝜂𝑣 − 𝜂0

𝜂𝑣 + 𝜂0
                                                                  (164) 

substituindo a equação (163) em (164), tem-se o coeficiente de reflexão Γ1 dado pela 

expressão abaixo: 

                                                                      Γ1 =

√
𝜇𝑣

𝜀𝑣
− 1

√
𝜇𝑣

𝜀𝑣
+ 1

                                                                (165) 

aplicando os valores, o coeficiente de reflexão teórico nesta interface é igual a −0,5. A partir 

do coeficiente de reflexão da interface, obtém-se o coeficiente de transmissão 𝑇1 do campo 

elétrico para a camada antirreflexiva, dado pela expressão abaixo:  

                                                                        𝑇1 = 1 − |Γ1|                                                               (166) 

na qual, aplicando os valores tem-se 𝑇1 = 0,5. Há ainda uma reflexão causada pela interface 

da camada antirreflexiva com o material semicondutor do tipo 𝑛, dado pelo coeficiente de 
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reflexão Γ2, conforme equação abaixo: 

                                                                      Γ2 =
𝜂𝑠𝑐 − 𝜂𝑣

𝜂𝑠𝑐 + 𝜂𝑣
                                                               (167) 

onde, 𝜂𝑠𝑐 é a impedância intrínseca do material semicondutor do tipo 𝑛.  

 A relação 𝜎/𝜔𝜀 para o material semicondutor da célula fotovoltaica é igual a 2,65 ×

10−6, sendo muito menor que 1, desta forma, a impedância intrínseca do material 

semicondutor de tipo 𝑛, é dado por: 

                                                                       𝜂𝑠𝑐 = √
𝜇𝑠𝑐

𝜀𝑠𝑐
                                                                  (168). 

 Considerando a equação (167) e substituindo as equações (163) e (168), o coeficiente 

de reflexão Γ2, pode ser reescrito como: 

                                                                   Γ2 =
√

𝜇𝑠𝑐

𝜀𝑠𝑐
− √

𝜇𝑣

𝜀𝑣

√
𝜇𝑠𝑐

𝜀𝑠𝑐
+ √

𝜇𝑣

𝜀𝑣

                                                             (169) 

substituindo os parâmetros construtivos na equação (169), tem-se como resultado Γ2 =

−0,059. Assim, pode-se determinar o coeficiente de transmissão resultante, dado pela 

expressão abaixo: 

                                                              𝑇𝑅 = (1 − |Γ2|)(1 − |Γ1|)                                                  (170) 

obtendo-se 𝑇𝑅 igual a 0,4705. 

 A tensão elétrica na célula fotovoltaica pode ser determinada pela diferença dos 

campos elétricos 𝐸2 e 𝐸3 correspondente aos pontos de observação MP2 e MP3, somado a 

tensão elétrica da junção em função da temperatura, conforme expressão abaixo: 

                                                              𝑉 = 𝑉0(𝑇) + (𝐸2 − 𝐸3)𝑑                                                   (171) 

substituindo a distância 𝑑 igual a 3𝜆𝑐 correspondente ao comprimento do material 

semicondutor da célula fotovoltaica, tem-se: 

                                                            𝑉 = 𝑉0(𝑇) + (𝐸2 − 𝐸3)3𝜆𝑐                                                (172). 

Para o experimento realizado, as figuras 39 a 46 mostram a evolução do campo 

elétrico incidente a célula fotovoltaica modelada. 
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Figura 39 – Campo elétrico |𝐸𝑧| para n = 25. 

  

Fonte: Próprio autor. 

 

Figura 40 - Campo elétrico |𝐸𝑧| para n = 50. 

  

Fonte: Próprio autor. 
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Figura 41 - Campo elétrico |𝐸𝑧| para n = 75. 

  

Fonte: Próprio autor. 

 

Figura 42 - Campo elétrico |𝐸𝑧| para n = 100. 

  

Fonte: Próprio autor. 
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Figura 43 - Campo elétrico |𝐸𝑧| para n = 125. 

  

Fonte: Próprio autor. 

 

Figura 44 - Campo elétrico |𝐸𝑧| para n = 150. 

  

Fonte: Próprio autor. 
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Figura 45 - Campo elétrico |𝐸𝑧| para n = 175. 

  

Fonte: Próprio autor. 

 

Figura 46 - Campo elétrico |𝐸𝑧| para n = 200. 

  

Fonte: Próprio autor. 
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Observa-se nas imagens da simulação o fenômeno da reflexão eletromagnética, gerado 

na interface do meio com o material antirreflexivo (figura 41), e ainda a natureza dielétrica 

dos materiais da célula fotovoltaica que causa um atraso na propagação da onda transmitida 

(figura 41 a 46).  

Os campos elétricos 𝐸𝑧 obtidos nos pontos de observação MP da simulação são 

mostrados na figura 47.  

 

Figura 47 - Resultados numéricos obtidos nos pontos de observação. 

  

Fonte: Próprio autor. 

 

 A amplitude medida do campo elétrico vindo da fonte é de 𝐸𝑓 = 0,89741 𝑉/𝑚, e a 

amplitude medida do campo elétrico refletido é da ordem de 𝐸𝑟 = 0,44031 𝑉/𝑚.  

O coeficiente de reflexão numérico pode ser quantificado pela expressão abaixo: 

                                                                        |Γ𝑛𝑢𝑚| =
𝐸𝑟

𝐸𝑓
                                                                (173) 

assim, obtém-se o coeficiente de reflexão numérica |Γ𝑛𝑢𝑚| igual a 0,4944.  
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A partir da equação (158) e substituindo os valores do coeficiente de reflexão 

numérico e teórico, obtém-se um erro numérico para a reflexão da ordem de 1,11%. 

 O campo elétrico medido no ponto MP2, dado por 𝐸2 é igual a 0,30817 𝑉/𝑚, 

relacionado com o campo elétrico vindo da fonte 𝐸𝑓, resulta no coeficiente de transmissão 

resultante, conforme expressão a seguir: 

                                                                        |𝑇𝑅𝑛𝑢𝑚
| =

𝐸2

𝐸𝑓
                                                              (174) 

aplicando os valores de 𝐸2 e 𝐸𝑓 na equação (174), obtém-se como resultado o coeficiente de 

transmissão resultante igual a 0,3434. Desta forma, a partir da equação (158), comparando o 

coeficiente de transmissão resultante teórico e numérico, o erro obtido é da ordem de 

27,01%. Este erro obtido é devido a baixa densidade de elementos finitos triangulares no 

interior da célula fotovoltaica, causado por limitações do ambiente computacional descrito na 

tabela 2. 

 Para esta simulação, dado que não há um resultado confiável dos campos elétricos 

transmitidos medidos no interior da célula fotovoltaica, a tensão elétrica torna-se imensurável 

devido a quantidade de ruídos medidos no ponto de observação MP3.  

 Em condições reais, o material semicondutor no interior das células fotovoltaicas 

comerciais possui espessuras que variam de 150 𝜇𝑚 a 300 𝜇𝑚. Para tornar possível a 

simulação no ambiente computacional utilizado, limitou-se a espessura da célula fotovoltaica, 

conforme apresentado. Para realizar uma medição confiável da tensão elétrica deve-se obter 

elementos finitos da ordem de nanômetros para um domínio computacional na escala em 

micrômetros, ocasionando em até milhões de elementos finitos, inviável para o ambiente 

computacional utilizado, visto que o método dos elementos finitos utiliza matrizes quadradas. 

Com isso, também por esse motivo, torna a tensão elétrica imensurável no ambiente 

computacional utilizado. 
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CONCLUSÃO 

 

 No decorrer desta pesquisa desenvolveu-se uma metodologia numérica eficiente e 

robusta para a análise de células fotovoltaicas, utilizando o método dos elementos finitos. Os 

principais objetivos foram alcançados durante o desenvolvimento desta pesquisa. Dentre eles, 

o principal objetivo consistiu em realizar a modelagem de um arranjo fotovoltaico aplicando o 

FETD, permitindo determinar a distribuição dos campos eletromagnéticos. 

 Os resultados obtidos foram satisfatórios, em geral, mostrando concordância com os 

obtidos através de solução analítica. Constatou-se que através dos experimentos realizados, o 

método dos elementos finitos permite solucionar a equação de onda escalar com uma 

excelente precisão. As principais características a serem ressaltadas nesta metodologia 

numérica são a obtenção de um passo temporal maior através do método Newmark-𝛽 e a 

propagação de pulsos ultracurtos de elevadas frequências. 

 No capítulo 1, introduziu-se o método dos elementos finitos em duas dimensões, 

demonstrando a realização da interpolação através das funções de base, conceitos de 

eletromagnetismo avançado, e introduziu-se os fenômenos dos materiais semicondutores e das 

células fotovoltaicas. 

 No capítulo 2, demonstrou-se o desenvolvimento de um algoritmo baseado no FETD 

para a propagação de ondas eletromagnéticas e modelagem de materiais eletromagnéticos, 

utilizando camadas perfeitamente casadas para truncar o domínio computacional. Através do 

método de Newmark-𝛽 o método numérico é incondicionalmente estável. Realizou-se 

também, experimentos para a validação do método numérico proposto. 

 O capítulo 3 dedicou-se a demonstrar a simulação de materiais semicondutores e 

células fotovoltaicas, obtendo-se como resultado os parâmetros da propagação de ondas 

eletromagnéticas. No experimento da célula fotovoltaica, obteve-se um excelente resultado 

para o campo elétrico refletido, por outro lado, a tensão elétrica não foi possível ser 

mensurada, devido a baixa densidade de elementos finitos no interior da célula fotovoltaica. 

Houve dificuldades nas simulações realizadas, principalmente devido as limitações 

computacionais. Para o ambiente computacional utilizado, a quantidade máxima de elementos 

finitos observada foi de até 20 mil. 

Sugere-se para a realização de trabalhos futuros, a implementação dos elementos 

finitos vetoriais 2D e 3D, possibilitando a modelagem tridimensional da célula fotovoltaica, e 

ainda, a implementação das camadas perfeitamente casadas uniaxiais, sugere-se a 

implementação do algoritmo computacional na linguagem de programação c++. Para a 
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obtenção de resultados numéricos excelentes no interior da célula fotovoltaica, sugere-se a 

implementação de um cluster computacional para a utilização de algoritmo de processamento 

paralelo. E ainda, para trabalhos futuros é sugerido a realização da modelagem eletrostática e 

magnetostática da célula fotovoltaica, utilizando elementos finitos. 
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